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�������. ��, 
���������
�����, ����������������
���, ��������	�	�������
����
��, �����������	�,

��������������������
��, ������������������
������� (����������, 
��
���������).

2 ���������������
���

�������������������
�


ẋ = a (y − x) , ẏ = −bxz, ż = sinh (xy) − c, (1)

�� a, b, c ∈ R+, x, y, z �
���. � a = 5,

b = 25, c = 3, 
�	
 [0.2, 2, 0.4]T �, 
 1(a)—

(d) 
������
. �
��
��, ��
�	�����	�	�
��
����



. ���������� Lyapunov ����

 l1 = 2.0515, l2 = 0, l3 = −7.0515. ����
�
	������ Lyapunov ��


DL =j +
∑j

i=1 li
|lj+1| = 2 +

l1 + l2
|l3|

=2 +
2.0515

|−7.0515| = 2.291, (2)

	���, ������������. 	��
� (1) �	

∇V =
∂ẋ

∂x
+

∂ẏ

∂y
+

∂ż

∂z
= −a = −5, (3)

���	, � t → ∞ �, ����������


��� −5 ���. ��, ��������
�������������
�	���, �
�����	���.

���, ������� z �����, �
� (x, y, z) → (−x,−y, z) ����. �� (1) ��
���
��	����	

a (y − x) = 0, −bxz = 0, sinh (xy) − c = 0. (4)


 1 	���
 (a) x-y-z ��
; (b) x-y ��; (c) x-z ��; (d) y-z ��

� c > 0 �, � � � � � � � �,

� k = c +
√

c2 + 1, � � � � � � � � �

 E+

(√
ln k,

√
ln k, 0

)
� E−(−√

ln k,−√
ln k, 0

)
.

� a = 5, b = 25, c = 3 �, �� (1) �������
�
 E+(1.349, 1.349,0) � E−(−1.349, −1.349, 0).


���������, �����������
� Jacobi ���������, �	����� 1

���. �� 1 ��
��, �� (1) ������
����, ��������������. ��
����������, 
���������
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������.

� 1 ����������

E+ E−

λ1 = −8.3649 λ1 = −8.3649

λ2 = 1.6825 + 13.0121i λ2 = 1.6825+13.0121i

λ3 = 1.6825−13.0121i λ3 = 1.6825−13.0121i

Poincaré ���������������,


 2 ��� (1) �������� Poincaré ��,

�
 2(a), (b) �
�����������,


 2(c), (d) ��	��� z ��

���
.


 3 ��� (1) ���, �
���������

��. 
 4 ��
�, 
���������
��	��. � a = 5, c = 3 �, �� b �
	
�	
 5 ��� Lyapunov ���. ����
�
� b ∈ (0, 231] ���	�, ����
�
��,

�� (1) � b ∈ (0, 231] �����������
�����.


 2 Poincaré �� (a) x = 0; (b) y = 0; (c) z = 0.5; (d) z = 1


 3 log |y| ���

3 �������

�������������������
����������� (����������,


�����������) �����. ���

�������	�, �	���������
�������	���, ����������
	�	�����������
��.


 4 �
 (a) t-x �; (b) t-y �; (c) t-z �
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 5 ��� b ��� Lyapunov ���

3.1 ������������������������������������������������
������������

�������������������
�������, 	���	�	�����	.

��, �����	����
�	�����,

�������


ẋ1 =a (y1 − x1) , ẏ1 = −bx1z1,

ż1 =sinh (x1y1) − c. (5)

���� (5) ���������, 	���


ẋ2 =a (y2 − x2) + u1,

ẏ2 = − bx2z2 + u2,

ż2 =sinh (x2y2) − c + u3, (6)

�� u1, u2, u3 
����	�, ������ (5)

� (6) ��. 
����	�	�, �	�����
�����������	���, �
���
�
 e1 = x2 − εx1, e2 = y2 − εy1, e3 = z2 − εz1,

�� ε 
����. ������


ė1 =a (e2 − e1) + u1,

ė2 =bεx1z1 − bx2z2 + u2,

ė3 = sinh (x2y2) − ε sinh (x1y1)

+ (ε − 1) c + u3. (7)

������	�, �� (5) � (6) �
�	��
���, �������	������. �
�, �������	�����������
��
��, �� (5) � (6) ��	����. 
�
���
�, ����� (6) �����	�

u1 = − â (e2 − e1) − p1e1,

u2 = − b̂εx1z1 + b̂x2z2 − p2e2,

u3 =ε sinh (x1y1) − sinh (x2y2)

− (ε − 1) ĉ − p3e3, (8)

�������
˙̂a =e1e2 − e2

1,

˙̂
b =εx1z1e2 − x2z2e2,

˙̂c =(ε − 1) e3, (9)

�� ˙̂a, ˙̂
b, ˙̂c ��
 a, b, c ����, p1, p2, p3 ��

��	�����	����.

�� 1 ����� (6) ������	��
���� (9) �����������
��, �
��
�	, 	�������������
������� ε ���	��	����.

�� ������	� (8) �����
� (9), ����� (7) �


ė1 = ã (e2 − e1) − p1e1,

ė2 = b̃εx1z1 − b̃x2z2 − p2e2,

ė3 = (ε − 1) c̃ − p3e3, (10)

�� ã = a − â, b̃ = b − b̂, c̃ = c − ĉ. �� Lyapunov

��


V =
1
2

(
eTe + ã2 + b̃2 + c̃2

)
. (11)

� V ����� (9) � (10) ��	

V̇ =eTė + ã ˙̃a + b̃ ˙̃b + c̃ ˙̃c

=e1ė1 + e2ė2 + e3ė3 + ã
(
− ˙̂a

)

+ b̃
(
− ˙̂

b
)

+ c̃
(
− ˙̂c

)

=e1 [ã (e2 − e1) − p1e1]

+ e2

[
b̃εx1z1 − b̃x2z2 − p2e2

]

+ e3 [(ε − 1) c̃ − p3e3] + ã
(−e1e2 + e2

1

)
+ b̃ (−εx1z1e2 + x2z2e2)

+ c̃ [− (ε − 1) e3]

= − p1e
2
1 − p2e

2
2 − p3e

2
3

= − eTP e, (12)

�� P = diag {p1, p2, p3}. 	� V̇ � 0 � e, ˙̂a,
˙̂
b, ˙̂c ∈ L∞. 	��� (7), ��� ė ∈ L∞. 	
� V̇ = −eTP e � P �������, �∫ t

0

λmin (P ) ‖e‖2 dt �
∫ t

0

eTP edt

=
∫ t

0

−V̇ dt = V (0) − V (t) � V (0) , (13)

�� λmin (P ) ����� P ������. �
� ė ∈ L∞, �� Barbalat ��, � t → ∞ �,
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e1 (t) , e2 (t) , e3 (t) → 0. ��� (5) ��� (6) �	
������.


 6 	��������
�����


��� ε �= 0, �� (5) ��� (6) ��	��
����. ���� ε = 1 �, �
�	����;

� ε = −1 �, �
�	���. ��������
����
���������������
����.


�	
�������, ���� Runge-

Kutta ��
���, �� “�” �� a = 5, b =
25, c = 3 ��	�� (p1, p2, p3, p4) = (20, 20, 20).
� � (5) � (6) � 
 � 
 � � 
 x1 (0) = 0.2,

y1 (0) = 2, z1 (0) = 0.4 � x2 (0) = 2, y2 (0) = 0.6,

z2 (0) = 2. ������
��
 â (0) = b̂ (0) =
ĉ (0) = 0.1. � ε = 1 �, �� (5) � (6) �
���
���	�	
 6 ��. �
��, 	�����
����
������	����. 
 7 ���

� e ��
, ��������������
���. 
 8 ��� â, b̂, ĉ ��������, ��
��������	�.


 7 �����

3.2 ������������������������������������������������
������������

�����, ��������������
�����������. ��, �����	�
���
�	�����. ���, �� (5) ��
�
����, �� Lorenz ��
�������
	���, ��


ẋ2 = d (y2 − x2) + u1,

ẏ2 = fx2 − x2z2 − y2 + u2,

ż2 = x2y2 − gz2 + u3, (14)

�� d, f , g 
����; u1, u2, u3 
����
	�, ������ (5) � (14) ��. 
����
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	�	�, �	��������������
��	���, �
����
 e1 = x2 − εx1,

e2 = y2 − εy1, e3 = z2 − εz1, �� ε 
����. �
�����


ė1 =d (y2 − x2) − aε (y1 − x1) + u1,

ė2 =fx2 − x2z2 + bεx1z1 − y2 + u2,

ė3 =x2y2 − ε sinh (x1y1) − gz2

+ cε + u3. (15)

������	�, �� (5) � (14) �
�	�
����, �������	������.

��, �������	����������
���
��, �� (5) � (14) ��	����. 

����
�, ����� (14) �����	�

u1 = − d̂ (y2 − x2) + âε (y1 − x1) − p1e1,

u2 = − f̂x2 + x2z2 − b̂εx1z1 + y2 − p2e2,

u3 = − x2y2 + ε sinh (x1y1) + ĝz2

− ĉε − p3e3, (16)

�������

˙̂a = − ε (y1 − x1) e1,
˙̂
b = εx1z1e2,

˙̂c =εe3,
˙̂
d = (y2 − x2) e1,

˙̂
f =x2e2, ˙̂g = −z2e3, (17)

�� ˙̂a, ˙̂
b, ˙̂c, ˙̂

d, ˙̂
f , ˙̂g ��
 a, b, c, d, f , g ����;

p1, p2, p3 ����	��, ���	����.


 8 ������

�� 2 ����� (14) ������	�
��� (17) ������������
��, �
��
�	, 	�������������
������� ε ���	��	����.

�� ������	� (16) �����

� (17), ����� (15) �


ė1 = d̃ (y2 − x2) − ãε (y1 − x1) − p1e1,

ė2 = f̃x2 + b̃εx1z1 − p2e2,

ė3 = −g̃z2 + c̃ε − p3e3, (18)

�� ã = a − â, b̃ = b − b̂, c̃ = c − ĉ, d̃ = d − d̂,

f̃ = f − f̂ � g̃ = g − ĝ. �� Lyapunov ��


V =
1
2
(
eTe + ã2 + b̃2 + c̃2 + d̃2 + f̃2 + g̃2

)
. (19)

� V ����� (17) � (18) ��	

V̇ =eTė + ã ˙̃a + b̃
˙̃
b + c̃ ˙̃c + d̃

˙̃
d + f̃

˙̃
f + g̃ ˙̃g

=e1ė1 + e2ė2 + e3ė3 + ã
(
− ˙̂a

)
+ b̃

(
− ˙̂

b
)

+ c̃
(
− ˙̂c

)
+ d̃

(
− ˙̂

d
)

+ f̃
(
− ˙̂

f
)

+ g̃
(
− ˙̂g

)

=e1

[
d̃ (y2 − x2) − ãε (y1 − x1) − p1e1

]

+ e2

[
f̃x2 + b̃εx1z1 − p2e2

]

+ e3

[
−k̃z2 + c̃ε − p3e3

]

+ ã [ε (y1 − x1) e1] + b̃ (−εx1z1e2)

+ c̃ (−εe3) + d̃ [− (y2 − x2) e1]

+ f̃ (−x2e2) + g̃ (z2e3)

= − p1e
2
1 − p2e

2
2 − p3e

2
3 = −eTP e, (20)

� � P = diag {p1, p2, p3}. 	 � V̇ � 0

� e, ˙̂a,
˙̂
b, ˙̂c, ˙̂

d,
˙̂
f, ˙̂g ∈ L∞. 	��� (18), ��

� ė ∈ L∞. 	� V̇ = −eTP e � P ������
�, � ∫ t

0

λmin (P ) ‖e‖2 dt �
∫ t

0

eTP edt

=
∫ t

0

−V̇ dt = V (0) − V (t) � V (0) , (21)

�� λmin (P ) ����� P ������. �
� ė ∈ L∞, �� Barbalat ��, � t → ∞ �, e1 (t),
e2 (t), e3 (t) → 0. ��� (5) ��� (14) �	��
����.


�	
�������, ���� Runge-

Kutta ��
���, �� “�” �� a = 5,

b = 25, c = 3 � d = 10, f = 8/3, g = 28
��	�� (p1, p2, p3) = (80, 80, 80). �� (5)

� (14) �
�
��
 x1 (0) = 0.2, y1 (0) = 2,

z1 (0) = 0.4 � x2 (0) = 35, y2 (0) = 30, z2 (0) = 35.

������
��
 â (0) = b̂ (0) = ĉ (0) =
d̂ (0) = f̂ (0) = ĝ (0) = 0.1. � ε = −1 �, �
� (5) � (6) ������
���	
 9 ��.
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�
��, 	���������������
� 180◦, 
���. 
 10 ���� e ��

, �����������. 
 11 ��	�
� (p1, p2, p3) = (20, 20, 20) ���� â, b̂, ĉ, d̂, f̂ ,

ĝ ��������, ������������
	�.


 9 	��������
�����


4 � �

�������������������
������, ������	��������
�
����������. ��, ������
���������������������
��. �� Lyapunov ������ Barbalat ��,

���������	����������	


 10 �����


 11 ������

�
��������, �	���������
���������������	����. �
�	���
�����, ���	
�����
���
�����.
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Abstract

A new simple hyperbolic-type three-dimensional autonomous chaotic system is proposed. It is of interest that the chaotic system

has only five terms which mainly rely on a nonlinear quadratic hyperbolic sine term and a quadratic cross-product term. Compared

with other three-dimensional chaotic systems, the new system has not only less terms, but also a wider range of chaos when the

parameter varies. Basic dynamical properties of the system are studied by numerical and theoretical analysis. Moreover the projective

synchronization of the five-term hyperbolic-type chaotic system with fully uncertain parameters is also investigated in this paper. Based

on Lyapunov stability theory and Barbalat’s lemma, a new adaptive controller with parameter update law is designed to projectivly

synchronize two chaotic systems asymptotically and globally, including two identical exponential-type chaotic systems and two non-

identical chaotic systems. Numerical simulations show the effectiveness and the feasibility of the developed methods.
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