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2 ����

2.1 Cable ������

�� [2] ���� Cylindrical cell ��, ��

�����, ���
��
, �����
���:

ẋ = x(x − 1)(1 − r1x) − y + I(t),

ẏ = b1x, (1)

�� x � y ��� Cable ���������
�; I(t)���� I(t) = A/ω cos(ωt) �
��

, �� A � ω = 2πf ��������	; 	�
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� b1 = 1, r1 = 10, A = 0.1, f = 127.1�
���
��������, �������
 1(a) �.


 1 ����� (a)����� 1; (b)����� 2

2.2 HR���������������


� 1984 �, Hindmarsh � Rose ��� HR�
���� [3], 
����	�������:

ẋ = y − a2x
3 + b2x

2 − z + I0,

ẏ = c2 − d2x − y,

ż = r2(s2(x − g2) − z), (2)

����� x����, y ��������
�
����
���, z ��������

���. ��� I0 = 3.2, ���� HR ����

��
. ����	 a2 = 1, b2 = 3, c2 = 1,

d2 = 5, r2 = 0.006, s2 = 4, g2 = −1.6 �, HR �
����������, �������
 1(b)

�.

3 �����

3.1 ���������������������

���������	���:

ẋ = f (x, t), (3)

ẏ = g(y, t) + G(y, t)p + v + u. (4)

���� (3) �����, �� (4) ����.

� (3) � (4)��, x = (x1, x2, · · · , xm1)
T ∈ Rm1 ,

y = (y1, y2, · · · , ym2)T ∈ Rm2(m2 � m1); f :

Rm1 × R+ → Rm1 , g : Rm2 × R+ → Rm2 �
� G : Rm2 × R+ → Rm2×k ��������
	; v ������, u ������; ���
�����, p ∈ Rk ����	��.

� m2 = m1 �, �� (3) � (4) ������
�����.

� m2 < m1 �, �� (3) � (4) ������
�����. ��������, �������
	�	� Q �, 	�
	����������
�. �	���������:

ẋq = fq(x, t), (5)

�� xq ∈ Rm2 . 		�����
��	���
��������������.

3.2 ������������

� (4)��, u ���	�������. ��
���������������� u ���

I =
∫ ∞

t0

[h(x) + uTΘu]dt, (6)

� � � �, � � h(x) �� � �  � � � 	,

Θ = diag(θ1, θ2, · · · , θm2) ����, � θi �= 0.

����
��, ����		�	�����
���� u � Hamilton-Jacobi-Bellman

min
u

[İ + w] = ∂[İ + w]/∂u = 0, (7)

�� w = h(x) + uTΘu.

4 �����

4.1 Cable ���������������������

������������.
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���� Cable ��,� (1)������, (8)

�����

ẋ1 = x1(x1 − 1)(1 − r1x1)

− y1 + I1 + v1 + u1,

ẏ1 = b1x1 + v2 + u2, (8)

�� vi � ui (i = 1, 2) ����	�������
���������. �
���� e1 = x1 − x,

e2 = y1 − y, ������ Cable ������	
���

ė1 = r1(−x3
1 + x2

1 + x3 − x2) + x3
1 − x2

− e1 − e2 + v1 + u1,

ė2 = b1e1 + v2 + u2. (9)

������ vi �

v1 = − r̂1(−x3
1 + x2

1 + x3 − x2)

− x3
1 + x2 + e1 + e2,

v2 = − b̂1e1, (10)

�� r̂1 � b̂1 ������	 r1 � b1 ����.

� (10)��
 (9)�, 
����	����
	�

ė1 = r̃1(−x3
1 + x2

1 + x3 − x2) + u1,

ė2 = b̃1e1 + u2, (11)

�� r̃1 � b̃1 ����	 r1 � b1 �����,

� r̃1 = r1 − r̂1, b̃1 = b1 − b̂1. ��	�, �� Cable

���������		�	����� (11) �
���		, 		������� v �����
������� u, ���� (11) ����, 	�
�	�������.

� Lyapunov �����, �������
�	, ��	 r1 � b1 ����	�

˙̂r1 = −e1(−x3
1 + x2

1 + x3 − x2),
˙̂
b1 = −e1e2. (12)

 � � � � � � �, �� � � � 
 � � �
� (13) 	�

I =
∫ ∞

t0

{ 2∑
i=1

[αie
2
i + βiu

2
i ] + γ1r̃

2
1 + γ2b̃

2
1

}
dt,

(13)

	�

w =
2∑

i=1

[αie
2
i + βiu

2
i ] + γ1r̃

2
1 + γ2b̃

2
1, (14)

�� t0 �������
, αi, βi � γi (i = 1, 2)

� � � �	. � �� (7) �� �, ��� 2αiei

+2βiui = 0, 	���

ui = −αiei/βi(i = 1, 2). (15)

	���������������� v �
����� u, ������� (11) ������
�.

�� Lyapunov 	�

V (e, r̃, b̃) =
1
2
eTe +

1
2
(r̃2

1 + b̃2
1). (16)


��� (10)—(12) � (15)���

dV /dt =eTe + r̃1
˙̂r1 + b̃1

˙̂
b1

= e1ė1 + e2ė2 + (r̃1
˙̂r1 + b̃1

˙̂
b1)

= e1[r̃1(−x3
1 + x2

1 + x3 − x2) − α1e1/β1]

+ e2(b̃1e1 − α2e2/β2) + (r̃1
˙̂r1 + b̃1

˙̂
b1)

= − e2
1α1/β1 − e2

2α2/β2 < 0. (17)


 Lyapunov ����������, ����
����� v ������ u ����, �� Ca-

ble �����������.

4.2 HR ������������������ Cable ���������������
������

�� HR����� (2) ������, Cable

�� (8) �����.������� (2) �	�
	� Q �,����	�����������
�������. 	� Q � x-y 	�, 	���
�������

ẋ2 = y2 − a2x
3
2 + b2x

2
2 − z2 + I0,

ẏ2 = c2 − d2x2 − y2, (18)

�� vi � ui(i = 1, 2) ����	�������
���������. �
���� e1 = x1 − x2,

e2 = y1 − y2, ���� HR���� Cable ���
���	���

ė1 = r1(−x3
1 + x2

1) − x1 − y1 + I1 − y2

+ a2x
3
2 − b2x

2
2 + z2 − I2 + v1 + u1,
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ė2 = b1e1 − c2 + d2x
2
2 + y2 + v2 + u2. (19)

������ vi �

v1 = − r̂1(−x3
1 + x2

1) + x1 + y1 − I1 + y2

− â2x
3
2 + b̂2x

2
2 − z2 + I2,

v2 = − b̂1e1 + ĉ2 − d̂2x
2
2 − y2, (20)

�� r̂1 � b̂1 ��������	 r1 � b1 ���
�, â2, b̂2, ĉ2 � d̂2 �������	 a2, b2, c2

� d2 ����.

� (20)��
 (19)�, ���	����	�

ė1 =r̃1(−x3
1 + x2

1) + ã2x
3
2 − b̃2x

2
2 + u1,

ė2 =b̃1e1 − c̃2 + d̃2x
2
2 + u2, (21)

�� r̃1 � b̃1 ��������	 r1 � b1 ��
���, â2, b̃2, c̃2 � d̃2 �������	 a2,

b2, c2 � d2 �����, � r̃1 = r1 − r̂1, b̃ = b − b̂,

ã2 = a2− â2, b̃2 = b2− b̂2, c̃2 = c2− ĉ2, d̃2 = d2− d̂2.

��	�, HR ������ Cable ����
�����		�	����� (21) ����	
	, 		������� v ���, �����
���� u, ���� (11) ����, 	��	�
������.

� Lyapunov �����, �������
�	, ��	 a2, b2, c2 � d2 ����	�

˙̂r1 = (x3
1 − x2

1)e1,

˙̂
b1 = −x1e2,

˙̂a2 = −x3
2e1,

˙̂
b2 = x2

2e1,

˙̂c2 = e2,

˙̂
d2 = −x2

2e2. (22)

 � � � � � � �, �� � � � 
 � � �
� (23) 	�

I =
∫ ∞

t0

{
2∑

i=1

[αie
2
i + βiu

2
i ] + γ1r̃

2
1 + γ2b̃

2
1

+ γ3ã
2
2 + γ4b̃

2
2 + γ5c̃

2
2 + γ6d̃

2
2

}
dt, (23)

	�

w =
2∑

i=1

[αie
2
i + βiu

2
i ] + γ1r̃

2
1 + γ2b̃

2
1 + γ3ã

2
2

+ γ4b̃
2
2 + γ5c̃

2
2 + γ6d̃

2
2, (24)

� � t0 �� � � � ��
, αi, βi (i = 1, 2)

� γi(i = 1, 2, · · · , 6) ����	. ��� (7) �
��, ��� 2αiei + 2βiui = 0, 	���

ui = −αiei/βi (i = 1, 2). (25)

	���������������� v �
����� u, ������� (21) ������
�.

�� Lyapunov 	�

V (e, r̃, b̃) =
1
2
eTe +

1
2
(r̃2

1 + b̃2
1 + ã2

2

+ b̃2
2 + c̃2

2 + d̃2
2), (26)

�� (20)—(22) � (25)���

dV /dt = e1ė1 + e2ė2 + (r̃1
˙̂r1 + b̃1

˙̂
b1 + ã2

˙̂a2

+ b̃2
˙̂
b2 + c̃2

˙̂c2 + d̃2
˙̂
d2)

= − e2
1α1/β1 − e2

2α2/β2 < 0. (27)


 Lyapunov ����������, ��
������� v ������ u ����, HR

������ Cable �����������.

�	� Q � y-z 	�� x-z 	�, 	���
������ (2) ���	���	. �� 3.1 �
�����������, ����� Q 	��
���������� (8) ���������
�. �
���.

5 ����

5.1 ������ Cable ���������������������

�� forth-order Runge-Kutta � 4.1 ����
������� (10), �	���� (12) ����
��� (15) �	���. ������ (1) �
��� (8) ����	� Cable ��������
���, � b1 = 1, r1 = 10, A = 0.1, f = 127.1;

� � �  � � � ��� � � � (x(0), y(0)) =

(0.2, 0.2), (x1(0), y1(0)) = (0.21, 0.21); ����
�	��� r̂1(0) = 10, b̂1(0) = 1. � t � 20s, 
��� (8)�������� (10), �	���
� (12) ������� (15), 
 2 �������
����� (1) ���� (8) �����	
,

�����	�����.



 2(a) ��	�, ����������
� (10), �	���� (12) ������� (15) �
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�, �����������, ���� Cable ��
���������; �
 2(b) ������,

���������������������
�����	.


 2 �� (1) ��� (8) ��������	 (a) ����
��; (b) ���	 r1 � b1 �����

5.2 HR ������ ��� ��� ��� ��� Cable ��� ��� ��� ���
���������

��� 4.2 �������� (2) ���
� (8) �����, ������	� HR ��
���������, � a2 = 1, b2 = 3, c2 = 1,

d2 = 5, r2 = 0.006, s2 = 4, g2 = −1.6, ���
����� (x2(0), y2(0), z2(0)) = (0.5, 0.5, 3), �
��	��� r̂1(0) = 10, b̂1(0) = 1, â2(0) = 1,

b̂2(0) = 3, ĉ2(0) = 3, d̂2(0) = 6; ����	��
������� 4.1 ����. t � 20 s, ���
��������� (20)��	���� (22) �
������ (25), 
 3 �����������
��	
, �����	�����.


 3 �� (2) ��� (8) ��������	 (a) ����
��; (b) ���	 r1 � b1 �����



 3(a) ��	�, ����������
� (20)��	���� (22) ������� (25)

��, �����������, �� Cable ��
� HR��������������; �
 3(b)

������, ��������������
������������	.

6 � �

���� Lyapunov �����������
���������, ������������
��������		, �����������
�����, �������. ��������
�����������������, ����
�������������������. ��
��������������, ������
��		
������������	�
���. ��� Cable ����,������
�
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�����������; � Cable ��� HR�
������, ���
��
��������
����. �����������������
�
��
������, �����
��. 	
����	���
������.

���������	���������
��������������, �������
�����	�. 	
, �	�	�������
��������������.
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Abstract

Based on Lyapunov stability theory, optimal control principle and step design methodology, nonlinear feedback controller and

optimal controller are designed, in which the nonlinear feedback controller makes the trajectory error between two neuron systems tend

to zero, and the optimal controller makes the spent energy meet minimum, which is spent in the process of synchronizing. In this paper,

the uncertain cable model is taken as an example to illustrate the full-order optimal synchronization of two neurons. The uncertain

cable model and the uncertain Hindmarsh-Rose (HR) model are taken to illustrate the reduced-order optimal synchronization of two

neurons. In addition, the unknown parameters are identified successfully. Numerical Simulation results show the effectiveness of the

strategy further.
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