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1 � �

��� - ���� (Laguerre-Gaussian, LG) �
��
	��
�� [1,2], 	�����
��	
�, ��
���� �l �
�	�� [2]. ��,

��� LG �������, ��������
����	�, LG ��������
����
�������������	������
�� [3−12]. �	���, ���� LG ����
����	�������, Garbin[12] 	���
������������ LG �������
�, ���������������	�; ��
	 [10] �����
�	����������
�, �������
��������. ���
���, �
������
�����	���
��������	 [10], 	������ LG �
����������
�����.

1980 �, Gouesbet 	�� Davis �	���
	����� [13], �� Bromwich �����
���
����	�������, ����
� Mie �� [14], ��	�	� gn � gm

n ����
� [15,16]. ��, �� Mie ��������	��

��������	�����
��, 	��
������ LG ������������. 	
��
�� LG �������
� NA ����
����������� LG ��������
�, ������ Mie ���������
��
��	�������, ���� LG �����
����������������, �����
�����	�������
�������
��, �������������������.

2 ����

2.1 ��������������� - ������������

LG ����
����
	���, ���
����
�������
��. ������
� [1]

ul
p (r, θ, z)

=
C(

1 +
z2

z2
R

)1/2

(
r
√

2
w (z)

)l

Ll
p

(
2r2

w2 (z)

)
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× exp
( −r2

w2 (z)

)
exp

(
ikr2z

2 (z2 + z2
R)

)

× exp (−ilθ)

× exp
[
i(2p + l + 1) arctan

( z

zR

)]
, (1)

��, w(z) = (2(z2 + z2
R)/kzR)1/2 ����	� z

�����
, zR �����, l ����, p �

�
�, Ll

p ���������, C ����	�.

��	� exp (−ilθ) �����������

	�.

 1 �������

�  1 � �, LG � � � � � 
 � � � 

�NA�����, �������� LG ��
������, �	��������	����

�����
� [17,18]:

E (r) =
1
2
Epl,0 (r; α, β)

+
1
4
Epl,2 (r; α − iβ,−iα − β)

+
1
4
Epl,−2 (r; α + iβ, iα − β) , (2)

H (r) =
1
2
Hpl,0 (r; α, β)

+
1
4
Hpl,−2 (r; α + iβ, iα − β)

+
1
4
Hpl,−2 (r; α − iβ,−iα − β) , (3)

��, ����� (r, ϕ, z) �, ��������
������� [18]

Epl,j (r; α, β)

=
∫ kNA

0

Epl,j (kr) e i(l+j)ϕ+ikzz
{

(αx̂ + βŷ)

× Jl+j (krr) +
kr

2kz
ẑ
[
(iα − β) e−iϕJl+j−1 (krr)

− (iα + β) e iϕJl+j+1 (krr)
]}

dkr, (4)

Hpl,j (r; α, β)

=
√

ε

μ

∫ kNA

0

Epl,j (kr)
2kkz

e i(l+j)ϕ+ikzz
{

(−βx̂ + αŷ)

× (2k2 − k2
r

)
Jl+j (krr) +

k2
r

2
[
(x̂ + iŷ) (iα − β)

× e−2iϕJl+j−2 (krr) − (x̂ − iŷ) (iα + β)

× e2iϕJl+j+2 (krr)
]− krkzẑ[(α + iβ)

× e−iϕJl+j−1 (krr) + (α − iβ)

× e iϕJl+j+1 (krr)]}dkr, (5)

��, kz =
(
k2 − k2

r

)1/2
, Jn (x) ���
��

��, α � β ���� x � y ������. �
� Epl,j (kr) ������, 

���	�
���		�������� [17], 	�	�
� Epl,j (kr) ��:

Epl,j (kr) =
kr√
kkz

(
1 + (1 − |j|) kz

k

)
upl

×
(

kr

k
ksRf

)|l|
L|l|

p

(
k2
r k

2
s R

2
f

k2

)

× exp
(
−k2

r k
2
s R

2
f

2k2

)
, (6)

��, upl = (−1)p
ks

√
p!

π (p + |l|)! , Rf �����

���.

� (4), (5) ���	� (2), (3) ��, �	�
������� x, y, z ��������

Ex (r) =
1
4

∫ kNA

0

E (kr) e ilϕ+ikzz

{
2
(

1 +
kz

k

)

× αJl (krr) +
(

1 − kz

k

)

× [e2iϕ (α − iβ) Jl+2 (krr)

+ e−2iϕ (α + iβ) Jl−2 (krr)
]}

dkr, (7)

Ey (r) =
1
4

∫ kNA

0

E (kr) e ilϕ+ikzz

{
2
(

1 +
kz

k

)

× βJl (krr) +
(

1 − kz

k

)

× [ e2iϕ (−iα − β) Jl+2 (krr)

+ e−2iϕ (iα − β) Jl−2 (krr)
]}

dkr, (8)

Ez (r) =
1
2

∫ kNA

0

E (kr) e ilϕ+ikzz kr

k
[(iα − β)

× e−iϕJl−1 (krr) − (iα + β)

× e iϕJl+1 (krr)]dkr, (9)

Hx (r) =
1
2

√
ε

μ

∫ kNA

0

E (kr)
2kkz

e ilϕ+ikzz

× [−2βJl (krr)
(
k2 + kkz − k2

r

)
+ (iα − β) e−2iϕJl−2 (krr)

× (k2
r − k2 + kkz

)− (iα + β)
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× e2iϕJl+2 (krr)
(
k2
r − k2 + kkz

)
]

× dkr, (10)

Hy (r) =
1
2

√
ε

μ

∫ kNA

0

E (kr)
2kkz

e ilϕ+ikzz

× [2αJl (krr)
(
k2 + kkz − k2

r

)
− (α + iβ) e−2iϕJl−2 (krr)

× (k2
r − k2 + kkz

)− (α − iβ) e2iϕ

× Jl+2 (krr)
(
k2
r − k2 + kkz

)
]dkr, (11)

Hz (r) =
√

ε

μ

∫ kNA

0

E (kr)
2k

e ilϕ+ikzzkr

× [− (α + iβ) e−iϕJl−1 (krr)

− (α − iβ) e iϕJl+1 (krr)]dkr, (12)

��,

E (kr) =
kr√
kkz

upl

(
kr

k
ksRf

)|l|
L|l|

p

(
k2
r k

2
s R

2
f

k2

)

× exp
(
−k2

r k
2
s R

2
f

2k2

)
. (13)

	���� 1 ���������, ��
�� Rf = 10 mm, ���
 NA = sin γ. ���
���	��������	���, �� p = 0
� l = 0, 1, 2, 3 ������� LG ������
�, ��� LG0

0, LG1
0, LG2

0 � LG3
0 ��, ���

����x��, 	�� 532 nm, �� p = 0, l = 0
	 LG ��
������� [1].

 2 ��������� - ����� x, y, z �������� (a)—(c): l = 0; (d)—(f): l = 1; (g)—(i): l = 2; (j)—(l):

l = 3; 
��
�
��� x, y, z ��
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�� (7)—(9) �, �������� LG �
� x, y, z �����������, � 2 ��.


�����, x �������������,

��	 LG ����. ����� y � z ���
��	�� x ���� 1 � 2 
���. �
, �
�������, x ����������	�
����, ������	������.

2.2 ������������

��
���, ����	��
����
�������������
����	�
� [19,21], �	����, ������ Mie ��,

���	�������������� [20,22].

	��	� [14] ��� Mie ������
��������� LG ����������
�. �������, ����������
���	 (TE 	) ���	 (TM 	) ����
��, �� Bromwich ��, ��������
� Bromwich ��� U e(r) � Uh(r) �� [14]

U e,h (r) =
∞∑

n=1

n∑
m=−n

ae,h
n,mrJn (kr)

× P|m|
n (cos θ) e imϕ, (14)

��, m, n ���, ae,h
n,m ������	���,

P
|m|
n ���
�������� [19], Jn (x) =√
π/2xJn+1/2 (x) ���
������. �

� (14) �������
����, ������

��� hn (x) �
 Jn (x)[18].

��������� Bromwich ���, ��
���
�������� [14]

E
e
θ = − iωμ

r sin θ

∂U e

∂ϕ
, (15)

Eh
θ =

1
r

∂2Uh

∂r∂θ
, (16)

H
e
θ =

1
r sin θ

∂2U e

∂r∂ϕ
, (17)

Hh
θ =

iωε

r sin θ

∂Uh

∂ϕ
. (18)

������	�����������
� (r = rs, rs �������
) ����
��
������. � (14) �	� (15) � —(18) �
������������������
��
�, ��� i, s, ins ��, ��������

Ee,h
θ,i = Ee,h

θ,s + Ee,h
θ,ins, (19)

He,h
θ,i = He,h

θ,s + He,h
θ,ins, (20)

�������������	����	�
��� [18]:

b e
n,m =

μ2jn (k2rs) [k1rsjn−1 (k1rs) − njn (k1rs)] − μ1jn (k1rs) [k2rsjn−1 (k2rs) − njn (k2rs)]
μ1hn (k1rs) [k2rsjn−1 (k2rs) − njn (k2rs)] − μ2jn (k2rs) [k1rshn−1 (k1rs) − nhn (k1rs)]

a e
n,m, (21)

bh
n,m =

ε2jn (k2rs) [k1rsjn−1 (k1rs) − njn (k1rs)] − ε1jn (k1rs) [k2rsjn−1 (k2rs) − njn (k2rs)]
ε1hn (k1rs) [k2rsjn−1 (k2rs) − njn (k2rs)] − ε2jn (k2rs) [k1rshn−1 (k1rs) − nhn (k1rs)]

ah
n,m, (22)

��, ae,h
n,m, be,h

n,m �������������	
���, �� 1 � 2 ������
������
�. ������	��� ae,h

n,m, ������
������	���.

�������� Bromwich ��� [14], ��
������������� [19](

d2

dr2
+ k2

)
[rjn (kr)] =

n (n + 1)
r

jn (kr) , (23)

�������
���

Er =
∂2Uh

∂r2
+ k2Uh

=
∞∑

n=1

n∑
m=−n

n (n + 1)
r

ah
n,mjn (kr)

× P |m|
n (cos θ) e imϕ, (24)

Hr =
∂2U e

∂r2
+ k2U e

=
∞∑

n=1

n∑
m=−n

n (n + 1)
r

ae
n,mjn (kr)

× P|m|
n (cos θ) e imϕ. (25)

������	��� ae,h
n,m 
 (24) � (25)

���	��, ����
��������
�������������� [19], �	�
���
��������

∫ 2π

0
exp (−imϕ)dϕ,∫∞

0
jm (kr)d (kr) �

∫ π
0

P|m|
n (cos θ) sin θdθ, 
�

����	��������

ah
n,m =

(2n + 1)2

n2 (n + 1)2

∫ π
0

∫ ∞

0

Errjn (kr) P|m|
n (cos θ)
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× e−imϕdθd (kr) , (26)

ae
n,m =

(2n + 1)2

n2 (n + 1)2

∫ π
0

∫ ∞

0

Hrrjn (kr) P|m|
n (cos θ)

× e−imϕdθd (kr) . (27)

�	���� (7)—(12) ����� LG ��� x,

y, z �����, ��
����������
�:

Er (r) =Ex (r) cosϕ sin θ + Ey (r) sin ϕ sin θ

+ Ez (r) cos θ, (28)

Hr (r) =Hx (r) cosϕ sin θ + Hy (r) sin ϕ sin θ

+ Hz (r) cos θ, (29)

��, θ � z ����������� r (r, θ, ϕ) �
���	. ������� LG ���
���
����	� (26) � (27) ��, ��	���	
��� ae,h

n,m, 
����� (21) � (22) ���
�������.

3 ������

� 1 ��, LG �����������, �
���	�������
� rs ������,

������. �	���	���, ����
� m = l ± 1 	���, ���������	
������
��������, �����

� 0—5 μm, �� nAl = 0.503+ i4.923 ����,

����� Nmax = 100.

 3(a) ��������� LG �����,

��������������
����,

 3(b) ���������	�������

�����	�, ������ 0—-10.


 3(a) �����, �����
���,

��������. �	, ������� LG �
����������
�, 
�����, ��
������	������
���, ���
�	�� 3(b) ��, 
��������	 5

	, ����
�������	; ������
��	, ����
�	��, ����	�.


 3(a) �����������
�
�����, ���	�����������
��� jn (kr) 	������������, 	�
���������������, � 4 ��.

�����
���������, �����
��
��������	����	�
���, ����
�������	�����

�	, ������	���, ������
�
�. �
, ������, ��������
�	���, ���	�����, �� LG ���
���	�����, �����������

��, ����
�����, �������
����.

 3 (a) ����������
����; (b) ���
�����	������
�������	�

 4 LG1
0 �����	���� bnm ��
����

 4 � LG1
0 �����	���� bnm ��


����, ��� n = 10, m = 0, ��
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� TM 	����� bh
nm, �	� TE 	���

�� be
nm. 
���������������

���, �� TM 	������ TE 	����
������ π.

 5 �������	���

 5 � LG0
0, LG1

0 � LG2
0 ���� LG ���

�����������	����, ����
�
� 3 μm, ���	�� 532 nm. 
���,

���� LG0
0 
������	, �������

�����; ��	� 90◦ 	������, ��
��� [23,24]. ����� LG1

0 � LG2
0 	, �	 LG

������	, ��	� 0◦ 	������
�	��������, �� 90◦ �
�����

	����. �
, 
�������, ���
���, ������	�����	����,

����� 0 	����	� 0◦, � 1 	����
	� 8◦ �
, ��	�������, LG ���
���	�������. �� LG �����
���������������, �
 LG �
��������������, �������
��.

4 � �

	���� Mie �����, �����
��� LG �������������. 	��
� LG �������
�NA��������
������ LG ���������, ���
������ LG ��������. ����
�������������
����	��
����, ����������������
���������, ����������
	�����. ���������, �����
����� LG ����������, �
�
� LG ������
������������
���	����	�����. ������
��
��	�������������� LG

������������.
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Scattering of the focused Laguerre-Gaussian beams
by a spherical particle∗
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Abstract

Scattering of the focused Laguerre-Gaussian beams by a spherical particle is performed. According to the generalized Mie the-

ory, the scattering coefficient expressions are gained. From the numerical simulations of the electric field distribution and scattering

intensity of the focused Laguerre-Gaussian beams, the scattering intensities are discussed for different scattering angles, radii of spher-

ical particles and topology changes, and the oscillatory behavior of the scattered intensity distribution is explained by the scattering

coefficients. The results show that in the focused Laguerre-Gaussian beams, the backscattering intensity increases with the particle

radius; and the particle radius when the scattering intensity begins to increase is related to the topological charge. Comparing with

the Gaussian beams, we can see that the focuced Laguerre-Gaussian beams have different the scattering characteristics, so they have

potential value for particle size measurement, optical communication, atmospheric backscattering detection, etc.

Keywords: focused Laguerre-Gaussian beam, generalized Mie theory, spherical particle, topological charge
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