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1 � �

�������������������
����, �����������������
������, �� “��”, ���������
������� [1,2]. ������, �����
��������	�	�	�
	����

�	
��������� [3−5]. ������
����	
�	�����, �	�

��

��������
. ��, ���������
�������
�� [6−11], ��������
���������������
���. �
����������
���, �������
����	����������
�. ����
�, ����	�	�����, �������
��� [12]���	������ [13]�����

��� [14]�����
��� [15]�����
��� [16−18] 
. ���, Fan 
�������
��� (IWOP) �� [19,20] 
���������

		��
��� ket-bra ����� [21,22]. �
�
��������������
, 
�	�
��		������, ��	
��	����
�. ��
�����������������
�, �
������	���������
�,

�������
����������Cauchy-

Schwartz �
����������	� Wigner

��
.

2 ����������

����������, ����	�	��
������. �
, �����
�����, �
��������� Sa (r1) � Sb (r2)�����
�������� Sab (r) 
������� U , �

U = Sab (r) Sb (r2)Sa (r1) , (1)

��

Sa (r1) = exp
[r1

2
(
a†2 − a2

)]
,

Sb (r2) = exp
[r2

2
(
b†2 − b2

)]
,

Sab (r) = exp
[
r
(
a†b† − ab

)]
. (2)

�� r1, r2, r �������. �	�
 U−1U =
1. ��
�, 
 U �������� |00〉, �	�
����������� U |00〉.

�

 U |00〉 ���	�, ������ U �
����
�. ��	 [21, 22] �, 
������
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		��
��� ket-bra �����	�,

Sa (r1) =
∫ ∞

−∞

dx1√
μ

∣∣∣∣x1

μ

〉
〈x1| , μ = e−r1 ,

Sb (r2) =
∫ ∞

−∞

dx2√
ν

∣∣∣x2

ν

〉
〈x2| , ν = e−r2 . (3)

	�������
		��
��� ket-bra �
����	�,

Sab (r) =
∫∫ ∞

−∞
dx1dx2|x1 cosh r

+ x2 sinh r, x2 cosh r

+ x1 sinh r〉 〈x1, x2| , (4)

�� |x1, x2〉 = |x1〉a |x2〉b ���������,

� Fock �
�	��

�

|x1〉 = π−
1
4 exp

(
−x2

1

2
+
√

2x1a
† − a†2

2

)
|0〉a ,

|x2〉 = π−
1
4 exp

(
−x2

2

2
+
√

2x2b
† − b†2

2

)
|0〉b . (5)

�	� X1 |x1〉 = x1 |x1〉 � X2 |x2〉 = x2 |x2〉, �
� X1 =

(
a + a†) /

√
2, X2 =

(
b + b†

)
/
√

2.

�� (3) � (4) �, �	
 (1) ����� U 


�

U =
∫∫ ∞

−∞

dx1dx2√
μν

∣∣∣∣x1

μ
cosh r

+
x2

ν
sinh r,

x2

ν
cosh r

+
x1

μ
sinh r

〉
〈x1, x2| . (6)

�������������������


 〈xi |x′

i〉 = δ (xi − x′
i). 
 (5) �
� (6) ���

�� |00〉 〈00| =: exp
(−a†a − b†b

)
: (“ : : ”

�

������), ����� IWOP �������
� U �����	��

U =2
√

μν

M
exp

(
κ1a

†2 + κ2b
†2 + κ3a

†b†
)

× : exp
(
ω1a

†a + ω2b
†b + ω3ab† + ω4a

†b
)

:

× exp
(
ε1a

2 + ε2b
2 − ε3ab

)
, (7)

�� M =
(
μ2 + ν2

)
cosh 2r + μ2ν2 + 1, ��

κ1 =

(
1 − μ2

) (
1 + ν2

)
2M

,

κ2 =

(
1 + μ2

) (
1 − ν2

)
2M

,

κ3 =
sinh 2r

(
μ2 + ν2

)
M

, (8)

ω1 =
2μ

(
1 + ν2

)
cosh r

M
− 1,

ω2 =
2ν

(
1 + μ2

)
cosh r

M
− 1,

ω3 =
2μ sinh r

(
ν2 − 1

)
M

,

ω4 =
2ν sinh r

(
μ2 − 1

)
M

, (9)

ε1 =

(
μ2 − ν2

)
cosh 2r + μ2ν2 − 1

2M
,

ε2 =

(
ν2 − μ2

)
cosh 2r + μ2ν2 − 1

2M
,

ε3 =
2μν sinh 2r

M
. (10)

���� U �����, �
��� U |00〉 �
	
��

U |00〉 = 2
√

μν

M
exp

(
κ1a

†2 + κ2b
†2 + κ3a

†b†
) |00〉 .

(11)

� (11) � 	 �, U |00〉 � 
 � � � � � � �
	 �. � r1 = r2 = 0, U |00〉 � 	 � 	 �
� � � � � � � sech r exp

(
a†b† tanh r

) |00〉 =
Sab (r) |00〉; 
 � r = r2 = 0, U |00〉 �
� 	 � � � � � � � � � � � � � �

� � � �
√

sech r1 exp
(

a†2

2
tanh r1

)
|0〉a |0〉b =

Sa (r1) |0〉a |0〉b.
��, �
����������

S−1
a (r1) aSa (r1) = a cosh r1 + a† sinh r1,

S−1
b (r2) bSb (r2) = b cosh r2 + b† sinh r2, (12)

�����������

S−1
ab (r) aSab (r) = a cosh r + b† sinh r,

S−1
ab (r) bSab (r) = b cosh r + a† sinh r, (13)

���� U �����

�

U−1aU =
(
a cosh r + b† sinh r

)
cosh r1

+
(
a† cosh r + b sinh r

)
sinh r1,

U−1bU =
(
b cosh r + a† sinh r

)
cosh r2

+
(
b† cosh r + a sinh r

)
sinh r2. (14)

���� X1 =
a + a†
√

2
, P1 =

a − a†
√

2i
; X2 =

b + b†√
2

,

P2 =
b − b†√

2i
, ���	�
�������



U−1X1U = X1 er1 cosh r + X2 er1 sinh r,

U−1P1U = P1 e−r1 cosh r − P2 e−r1 sinh r,

U−1X2U = X2 er2 cosh r + X1 er2 sinh r,

U−1P2U = P2 e−r2 cosh r − P1 e−r2 sinh r. (15)
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3 ���������������
��

������������������
��
����������Cauchy-Schwartz �

�����������Wigner ��
���
�
�.

3.1 ������������


�����
�, �����������
��� [2]

X =
X1 + X2√

2
, P =

P1 + P2√
2

, (16)

�� [X, P ] = i, ������
���, ��
�

��� (ΔX)2 =

〈
X2

〉 − 〈X〉2, (ΔP )2 =〈
P 2

〉 − 〈P 〉2. �� U �����

� (14), ��
����� U |00〉 ���	��

〈
a†a

〉
=

cosh (2r1 − 2r) + cosh (2r + 2r1)
4

− 1
2
,

〈
b†b

〉
=

cosh (2r2 − 2r) + cosh (2r + 2r2)
4

− 1
2
,

〈ab〉 =
〈
a†b†

〉
=

sinh 2r cosh (r1 + r2)
2

, (17)

��
〈
a†a

〉
�

〈
b†b

〉
����� a �� b ����

���. ��, ��

(ΔX)2 =
1
2

(〈
a†a

〉
+

〈
b†b

〉
+ 〈ab〉 +

〈
a†b†

〉
+ 1

)

=
1
2

[cosh 2r

2

(
e2r1 + e2r2

)

+ er1+r2 sinh 2r
]
, (18)

	�

(ΔP )2 =
1
2

(〈
a†a

〉
+

〈
b†b

〉 − 〈ab〉 − 〈
a†b†

〉
+ 1

)

=
1
2

[cosh 2r

2
(
e−2r1 + e−2r2

)

− e−r1−r2 sinh 2r
]
, (19)

�
�

ΔXΔP =
1
2

√
cosh2 2r cosh2 (r1 − r2) − sinh2 2r.

(20)

	��, � r1 = r2 > 0, (18) � (19) ����	�

(ΔX)2 =
1
4

e2r1 e2r >
1
4

e2r,

(ΔP )2 =
1
4

e−2r1 e−2r <
1
4

e−2r. (21)

��
 Heisenberg �������, 	��

	�

� [X, P ] = i ����, ���


�

����

�����, � ΔXΔP � 1
4
. ���

������	� ΔX � 1
2


 ΔP � 1
2
, �
��

� X ���
 P ���������.

3.2 ������������������������������

����

 U |00〉 ������
, ��
��
��
��� g

(2)
ab ������ Rab, �

�
�����
�. ��
��� g
(2)
ab ���

� [23,24]

g
(2)
ab =

〈
a†ab†b

〉
〈a†a〉 〈b†b〉 , (22)

�� g
(2)
ab > 1, ��
����� a �� b �



��
�, ������
�; 
�������
�������
� [25]

Rab =

〈
a†2a2

〉
+

〈
b†2b2

〉
2 〈a†ab†b〉 − 1 < 0. (23)

�� (14) ����

, 	
�	��
〈
a†2a2

〉
=2 sinh4 r cosh4 r1 + 2 cosh4 r sinh4 r1

+
3 sinh2 2r sinh2 2r1

8

+

(
cosh4 r + sinh4 r

)
sinh2 2r1

4
, (24)

�
〈
b†2b2

〉
=2 sinh4 r cosh4 r2 + 2 cosh4 r sinh4 r2

+
3 sinh2 2r sinh2 2r2

8

+

(
cosh4 r + sinh4 r

)
sinh2 2r2

4
. (25)

	�
〈
a†ab†b

〉
=

sinh2 2r

4
cosh (2r1 + 2r2)

+
sinh2 2r

4
(
sinh2 r1 cosh2 r2

+ cosh2 r1 sinh2 r2

)
+ sinh4 r cosh2 r1 cosh2 r2

+ cosh4 r sinh2 r1 sinh2 r2. (26)


 (17) ��(24)—(26) �
� (22) � (23) �,

�� U |00〉 �
��� g
(2)
ab ������ Rab �

��
	�. 
 1 ����	 r1, r2 ��	� g
(2)
ab

� Rab 	 r ��	����, ���	�
��
� g

(2)
ab ������ Rab 	
���� r ��	

��. �
 1(a) ��		�����������
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� a �� b �

���
�� r = 0 ��


�. �
 1(b) �	�, � r1 = r2 = 0, U |00〉 �	�
	��������, Rab,r1=r2=0 = −sech 2r < 0,

��

����������������; 


��
�
, �������������, 

���� r1, r2, ����� r ��������
���
�������.


 1 (a) 
��� g
(2)
ab ; (b) ����� Rab 	���� r �	

���
, �� 1© r1 = r2 = 0; 2© r1 = 0.3, r2 = 0 
 r1 = 0,

r2 = 0.3; 3© r1 = r2 = 0.3

3.3 Cauchy-Schwartz ������������������

� � � � � Cauchy-Schwartz � 
 � � �
� [26,27]

〈
a†2a2

〉 〈
b†2b2

〉
�

〈
a†ab†b

〉2
, (27)


 Cauchy-Schwartz �
����

��

�
�������
�, ��
�����	�, �
� I0 ��

I0 =

∣∣〈a†2a2
〉 〈

b†2b2
〉∣∣1/2

〈a†ab†b〉 − 1, (28)


 I0 > 0, ��������

	�����
�� Cauchy-Schwartz �
�, ����
; �
,


 I0 < 0, �
� Cauchy-Schwartz �
���	
�, ����

��
�����
.

�
 (24)—(26) ����
�� (28) ���
� I0 �
	�, ��	� I0 �	���� r ��

	��, �
 2 �
. � r1 = r2 = 0 �, ����
����, ��� Cauchy-Schwartz �
�, 
� r

�����, I0 ���, �
����
. 
��
�� r1 � r2 ��, ����� r ������,

I0 > 0, ���� Cauchy-Schwartz �
�, ���
����

����
, ����	
 r1 
 r2

����
��.


 2 I0 	���� r �	���
 ��� r1 = r2 = 0;

� r1 = 0.3, r2 = 0; � r1 = 0, r2 = 0.6; � r1 = 0.3,

r2 = 0.6

3.4 ���������������

��	� U |00〉 ������, �

P (na, nb) = |〈na, nb|U |00〉|2 , (29)

������

〈na, nb|U |00〉

=2
√

μν

M
〈na, nb| exp

(
κ1a

†2 + κ2b
†2

+ κ3a
†b†

) |00〉 (30)

��. �����	��� |z〉 = exp
(
za†) |0〉, �

� 〈n| =
1√
n!

∂n

∂z∗n
〈z| |z∗=0, (30) ��	

�

〈na, nb|U |00〉

=2
√

μν

na!nb!M
× ∂na+nb

∂z∗na
a ∂z∗nb

b

× exp
(
κ1z

∗2
a + κ2z

∗2
b + κ3z

∗
az∗b

) |z∗
a=z∗

b =0, (31)


���
���
����	�, ���




dnxm

dxn

∣∣∣
x=0

= n!δm,n(δ � Kronecker ��), �

	��

〈na, nb|U |00〉

=2

√
μνna!nb!

M

[na
2 ]∑

k=0

[nb
2 ]∑

l=0

κk
1κl

2κ
(nb−2l)
3 δna−2k,nb−2l

k!l! (nb − 2l)!
,

(32)
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 3 U |00〉 ���� P (na, nb) ��
 (a) r = r1 = r2 =

1;�(b) r = r1 = 1, r2 = 0;�(c) r = 1, r1 = r2 = 0.

���� U |00〉 �������

P (na, nb)

=
4μνna!nb!

M

∣∣∣∣∣∣∣
[na

2 ]∑
k=0

[nb
2 ]∑

l=0

κk
1κl

2κ
(nb−2l)
3 δna−2k,nb−2l

k!l! (nb − 2l)!

∣∣∣∣∣∣∣

2

.

(33)

���, � r1 = r2 = 0, (33) ��	�

Pr1=r2=0 (na, nb) = (sech r tanhna r)2 δna,nb
, (34)

���������������� [28].

����

�	���� r, r1, r2 

�
�����
, � Fock �
 (na, nb) ��	���
� P (na, nb) ���
. ��
 3(c) ������
���������
, � (34) ���	
���
� r ���, 
�����������, ��

� sech r ���
�������.

3.5 Wigner ������

Wigner ��
���������
���
�����	��, �����
�����, �
�����������
� [29,30]. ��, Wigner

�����
����������
����
��� [15,31−33]. ��, �����������
� U |00〉 � Wigner ���
	�. ��	� U |00〉
� Wigner ��, ����

W (x1, p1; x2, p2)

= tr
[
U |00〉 〈00|U−1Δ1 (x1, p1) Δ2 (x2, p2)

]
= 〈00|U−1Δ1 (x1, p1) Δ2 (x2, p2)U |00〉 , (35)

�� Δ1 (x1, p1) � Δ2 (x2, p2) ����� Wigner

��. 	 Δ1 (x1, p1) ��, � Weyl ��	�� (�
� “ :

:
:
:” �� Weyl �����)

Δ1 (x1, p1) =
:
:
δ (x1 − X1) δ (p1 − P1)

:
:
, (36)

� � � � � � � � � � 
 �, � Wigner � �
� Weyl ��� δ �� [34]. ������� Weyl

���������
�: Weyl �������
����� “ ��
”[34], �

S−1 :
:
f

(
a†, a

) :
:
S =

:
:
f

(
S−1a†S, S−1aS

) :
:
, (37)

������� S ����	
� Weyl ��
�� “ :

:
:
:”. �
��
�, ������ U |00〉

� Wigner � �. � 
 � � 
 
 (15) �, � �
� Wigner ��� U �������

U−1Δ1 (x1, p1)Δ2 (x2, p2) U

=U−1 :
:
δ (x1 − X1) δ (p1 − P1)

× δ (x2 − X2) δ (p2 − P2)
:
:
U

=
:
:
δ
[(

x1 e−r1 cosh r − x2 e−r2 sinh r
) − X1

]
× δ [(p1 er1 cosh r + p2 er2 sinh r) − P1]

× δ
[(−x1 e−r1 sinh r + x2 e−r2 cosh r

) − X2

]
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× δ [(p1 er1 sinh r + p2 er2 cosh r) − P2]
:
:

=Δ1 (x̄1, p̄1) Δ2 (x̄2, p̄2) , (38)

��

x̄1 ≡ x1 e−r1 cosh r − x2 e−r2 sinh r,

p̄1 ≡ p1 er1 cosh r + p2 er2 sinh r,

x̄2 ≡ −x1 e−r1 sinh r + x2 e−r2 cosh r,

p̄2 ≡ p1 er1 sinh r + p2 er2 cosh r. (39)

��	 [29] �������� |0〉 � Wigner ��
�

W1 (x1, p1) = 〈0|Δ1 (x1, p1) |0〉 =
e−x2

1−p2
1

π
, (40)


 4 U |00〉 � Wigner ����
 �� r = r1 = r2 = 0.5

�
 (38) ��	����� U |00〉 � Wigner ��
�

W (x1, p1; x2, p2)

=
1
π2

exp
[−x2

1 e−2r1 cosh 2r − p2
1 e2r1 cosh 2r

− x2
2 e−2r2 cosh 2r − p2

2 e2r2 cosh 2r

+ 2
(
x1x2 e−r1 e−r2 − p1p2 er1 er2

)
sinh 2r

]
.

(41)

���, � r1 = r2 = 0 �, (41) ���	�

W (x1, p1; x2, p2)|r1=r2=0

=
1
π2

exp
[− (

x2
1 + p2

1 + x2
2 + p2

2

)
cosh 2r

+ 2 (x1x2 − p1p2) sinh 2r] , (42)

����������� Wigner �� [29]. � (41)

�	���	��, U |00〉 � Wigner ������
�	�	�, ������� (�
 4). ��, ��
������� U |00〉 �������.


 5 U |00〉 ����	��
�


4 �����

�����������������. �
�����������, 	�������
������������	�, ������
��������������
	�. �

����������������
�, ��
������
����������Cauchy-

Schwartz �
����������
����
�
. ���, ����� Weyl ������
������ “��
”, ����������
���� Wigner ����
�, ������
�. �����	���������� U |00〉
����
 5 �
, ����
�	�����

���
�� a, b, c. ��������	
�������
�� a, b, �	������
���, ����������� (DOPA). ��

�������	��
���
�� c, �
�����	���������� U |00〉, �
���������� (NOPA) �� [35]. ��
�, ������� Sa (r1), Sb (r2) ������
��� Sab (r) ��	���������	�

���� U �, ��	� Sa (r1)Sab (r) Sb (r2),
Sb (r2) Sab (r) Sa (r1), Sb (r2)Sa (r1) Sab (r) 
��
�
	�, �������
���	����
�, ���	����������
���	�
�����
. ��
��������	��
� [36], �	���

����	����, ��
���
��������.
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Abstract

One- and two-mode successively squeezed state, obtained through re-squeezing two single mode squeezed states by the two-mode

squeezing operator, is studied in terms of the technique of integration within an ordered product (IWOP) of operators. We first derive

the normally ordered form of this one- and two-mode successively squeezing operator, and then investigate the quantum statistical

properties of the corresponding squeezed state. Particularly, we use the Weyl ordering invariance under a similar transformation to

derive the analytical expression of its Wigner function, which seems very easy and concise. Finally, the experimental generation of

one- and two-mode successively squeezed state is also proposed simply.

Keywords: one- and two-mode successively squeezing operator, squeezing effect, Wigner function, the IWOP
technique
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