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1 � �

� 	 � � � � � � � � � � �, ��� �
� (boundary element method, 
�� BEM) ��	
�������, ��������	����

���	
���	��	��, 	���
�����
����	�	�	� [1−4]. ��
�������������������, �
������
���������
, �

�
�� (� Gauss ���) ���, ����
�����	��� O(N3) � O(N2), �� N �
������. ��
�����, �����
��� (GMRES)[5], ������������
� O(N2) �	. ��, ��� O(N2) �	���
����������, �������	���
���������������. ������
����������������
��	�
	��
���, 
�������	
���
����������, �����������
��
���������. ��, 
�����
�����������������	��	.

1985 �, Rokhlin � Greengard[6,7] ���	�
����� (fast multipole method, 
�� FMM),

���������	�
����, ����
�������������� O(N) �	. ��
�������������� (���) ���
���, �
��
��	, �	��
	���
���	�, ����������	���, 

���������	
 O(N2) �	� O(N).
��, ���������
�����. ���
����	
, ������
, �������
�����
�, 	�� 20 �������
�, �	���
�
���	�	 [8−10] ��
������, ��������	�����
�����������. 
� [11] ����
�������
��
��	���. ��,

������������	��������
	 [12−16], �������������
	�
��������, ����, ��	��	��
��.

�
��������������, �	�
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�, �������� (3D) ����. ����
��� (2D) 	��	����� [17]. ����
���������: ��, �������
���������������, ���
��
���������; ��, � Burton-Miller �
���������������������
���; �, 
� GMRES ��	������
���������������������
�. 
, ������������, �����
���� O(N) �	. ������������
��������, �������������
����������������	���, 	
������� 420000 ��������	��
�������.

2 ������

�
�����	����
������.

�������	�, 
������
	���
�����������

∇2φ(x) + k2φ(x) = 0, x ∈ E, (1)

�� φ ���, k = ω/c ���, ω ����, c ��
�������. (1) ������ Helmholtz ��,

������
����: Dirichlet ���� (�
��), Neumann ���� (�	��) �
����� (�). ������	���
�, 	��
������� Sommerfeld 	��
�

lim
r→∞ r

(
∂φ

∂r
− ikφ

)
= 0, (2)

�� r �
��
���	, i =
√−1.

�� Green ������ Helmholtz �� (1)

�������

C(x)φ(x)

=
∫

S

[
−∂Gk(x, y)

∂ny
φ(y) + Gk(x, y)q(y)

]
dSy

+ φin(x), (3)

�� x �
�, y �
�, q(y) ��� φ �� y ��
�	��, Sy ��
��� S ����, φin(x) �
���� (����
���), ny � y �����
����	. �� C(x) �
� x ������,

������	�	: �
� x ����	,

C(x) = 1; �
� x �
���, C(x) = 0; �


� x ��	��� S �, C(x)=1/2. Gk ���

� Green ������:

Gk(x, y) =
e ikr

4πr
, (4)

�� r = |x − y|.
(3) ������������������

�����. ���� S ��	�� q(y) 	�, �
���� (3) ����	�	��������.

��, ����������, ��������
�����, ��
��������	��
� (eigen-frequencies), �� (3) �������, �
������� (fictitious frequencies). ����
�������������	�	�, ���
������, ��������������.

��, �������������������
��������	������	��	. ��
	�	��� [18] ��������������
���, �� Burton-Miller �� [19] �	����
��������. 
, �
� Burton-Miller

������������������.

� (3) ��
� x ��������	 nx �
�, ��������. ������� (3) ���


, ���� Burton-Miller ��:∫

S

∂Gk(x, y)
∂ny

φ(y)dSy −
∫

S

Gk(x, y)q(y)dSy

+ β

[∫
S

∂G2
k(x, y)

∂ny∂nx
φ(y)dSy

−
∫

S

∂Gk(x, y)
∂nx

q(y)dSy

]

= − 1
2
φ(x) − β

2
q(x) + φin + β

∂φin

∂nx
, x ∈ S, (5)

�� β ����
��, ������, ����
� β = i/k. Burton � Miller ��� (5) ����
��������. ��, (5) �������,

� Helmholtz ������	���������
�
�������∫

S

∂G2
k(x, y)

∂ny∂nx
φ(y)dSy

�� 1/r3 �
��, �����
�����
������, 
�
��������
. �
�, �������
�������	��
����	�������	, 	�	����
�������
��������
��, �
� Hadamard �������� Galerkin ���

���	��	��. �
�	����
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	��
��	��� Burton-Miller �� [18],

���������
�������, ��
� � � � 
 � � � 
 � ��� � � � � � �,

�����������
�.

����	��������, � (5) ���
���������, ������������
�����

Ax = b, (6)

�� A �����, x ���	�, b �		�. �
������������ A ��������,


������ A 
����������
� O(N2) �	, ��������������
��������
. ��, ���������
������, ��������������	

 O(N2) �	� O(N), �����������
��������������. �������
���������, �
���������
� Helmholtz �������.

3 ��������

3.1 ������������������������������

����������������
��, ������������������
� (M2M)�������	�������
 (M2L)�������� (L2L).

��������	 [12,20], ��
� Green

������ Gk(x, y) �����	����
���

Gk (x, y) =
ik

16π2

∮
e ik·ycyT (k, ycx)d(k̂),

ycx > ycy, (7)

�� k̂ = k/|k|, k ����	�, |k| = k.
∮

d(k̂)
��	�����, ����� T (k, ycx) 
��

T (k, ycx)

=
p∑

n=0

in(2n + 1)h(1)
n (k|ycx|)Pn

(
k̂ · ŷcx

)
, (8)

�� h(1)
n (k|ycx|) ���
 Hankel ��, Pn ���

� Legendre ���, ŷcx = ycx/|ycx|, p ����
�.

(5) ����	
� x ����� Sy ���
���, �� 1, ���� |ycx| > |ycy|, �� yc �

�����∫
S

∂Gk(x, y)
∂ny

φ(y)dSy −
∫

S

Gk(x, y)q(y)dSy

+ β

[∫
S

∂G2
k(x, y)

∂ny∂nx
φ(y)dSy

−
∫

S

∂Gk(x, y)
∂nx

q(y)dSy

]

=
ik

16π2

[ ∮
T (k, ycx)M (k, yc)d(k̂)

+ β

∮
∂T (k, ycx)

∂nx
M (k, yc)d(k̂)

]
, (9)

�� M (k, yc) ����� yc �������, 
���

M (k, yc) =
∫

Sy

∂ e ik·ycy

∂ny
φ(y) − e ik·ycyq(y)dSy.

(10)

� 1 ������� M2M, M2L � L2L ���

�� 1 ��, �����������
�
� yc �����
�� yc′ �, ������
�� (M2M)

M (k, yc′) = e ik·yc′ycM (k, yc), (11)

�� M (k, yc′) ����� yc′ �������.

��� � � �, � � � � � |xcy| > |xcx|
 |yc′x| > |yc′y|, �� 1, (5) ������ x ��
�
��� xc�����∫

S

∂Gk(x, y)
∂ny

φ(y)dSy −
∫

S

Gk(x, y)q(y)dSy

+ β

[∫
S

∂G2
k(x, y)

∂ny∂nx
φ(y)dSy

−
∫

S

∂Gk(x, y)
∂nx

q(y)dSy

]

=
ik

16π2

[ ς∑
ως e ik·xcxiL(k, xc)
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+ β

ς∑
ως

∂ e ik·xcxi

∂nx
L(k, xc)

]
, (12)

�� ς ���������	� k ����, ως

���	��� Gauss �����, L(k, xc) �
���� xc �������, ������
� T (k, ycxc) ��

L(k, xc) = T (k, ycxc)M (k, yc), (13)

(13) ����������	�������
 (M2L).

�� 1, �����������
�� xc

�����
�� xc′ �, ��������
 (L2L)

L(k, xc′) = e ik·xcxc′ L(k, xc), (14)

�� L(k, xc′) ����� xc′ �������, �
��� |xc′y| > |xc′x|.

��, (5) ������������: �	

� x �
���
 (12) ����������; 

�
� x �
���
�� (5) �������
�����.

������, (8) ����		���
�

���� p ��. �� p ���
�����
� [9] �,

p = kDl + c0 log(kDl + π), (15)

�� Dl ����� l �
��
�, c0 ����
��	������, k �����. (15) ����
�������������
������
����������� p, ���������
������.

�������, M2M � L2L ��	�
��������. ���
�������, �
� M2M ��������, ��� L2L ��
�����	. 
, ���������� (inter-

polation) �� (filtering) ���������. �

�
� [21] �	�����	������
��.

3.2 ������������������������������������������


� [9] � [11] ��	���������
������, ��
������������.

���: ���������������
	
�	�.

���: �����
�. �����
��
�������	�, ���
���
�; ��
��
���	�������
, �����

��������	����������
,


����
������	��������
���������. ����������
��	�����
�, �����������
������.

��: ������������. ���
�����
�����
������	��
��������, 
�
����
���, �
����	�����, 
��
�.

�
�: ������������. ���
����������������, 
�
��
�
���, �����	�����, 
���

�.

���: ��
������.

��: ����. �������, 
��
���������
�	�, ����
�.

3.3 ������������������������������������

�	��������, ���������
����������, ������	���,

�����	��, ����	�. 

���
���������������, ������
� A ����, ����, ������. �

�
���������
� GMRES ��	 [5], 


����������� [22] ��������
��. ��	���������, �����
� GMRES ��	������������,

��
�����
������, 
��
����������������, ���
�����������������.

4 ����

�
� Fortran 90 �����������,

�������� Intel (R) Core (TM) 2 Duo CPU

2.2 GHz � RAM 2 GB ��������. ��
����, ��	�	
�����. ����
�����	����� 50, ���� p � (15)

�����, GMRES ����	������
� 103. 4.1 � 4.2 ����������
, �
�
��� 1.29 kg/m3, 
������ 344
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m/s. 4.3 ������������, �����
��� 1030 kg/m3, �������� 1530 m/s.

4.1 ���������������

�������������
��� [23]

��������������������. �
�
�� a = 1 m, �������, ����
� (�	�� ∂φ/∂n = 0), � Neumann ����
. 	��������� x ��	��, �
����������
�
�. ���	
�
	�, ����� 4224. � 2 ��������
���������� (���� Burton-Miller �
�) �����	��, ������� (0,0,2)

������� |φ|, 
�� k � 0—10 ���,

��� 100 ������. 
� 2 �����	,

�	��������	�������
�
�, ����� Burton-Miller ���������
�������������������. �,

� 2 ��������

� 3 �������������������� (k = 1)


� 2 ���	, �����������
�
�����������, ����������
����������������. � 3 �
� 4 ������������������
�����������
���	, ����
� k = 1. 
������	, �	������
�
��
��. ������������


��������������������
���������.

� 4 ������������������ (k = 1)

4.2 ������������������

��� 4.1 ����
����, �����
�������������������. ��
������	
� N = 712—17346 ����
�, ����� k = 1, ��������. ���
����� (0, 0, 2), �����������
���������, � �	�����
��. � 5 �� 6 ������	����
�
��������, �
�����������
�������.


� 5 ��	, ������ 1000 �, �
���������������������
�; ����������, ���������
���
��

	�, �����������
����. �����, ������, � ��
������, ���������������
����������. �������� 17346,

������������, ��������
����, �����, ����������
����
����� 53 s. ��, �����
������������������	��
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�. 
� 5 �����
�, ��������
��������������, � O(N) �	,

� � � ��� � � � � � � � � � � � � �
� O(N2) �	.

� 5 ��������������������� 

� 6 ��������������������� 


� 6 ��	, ������� 1000 ��,

��������, �������������
���������. ���, ��������
����������������. �����
�� 10000 �����, �������
���
���������	�����, ��	���
��, ���������� 17346 ������
��, ������, �
������ 270 MB.


� 6 ����
�, ����������
������������������ O(N)
 O(N2) �	. ��������������
������ O(N) �	����������
����	���. ����, ��������
���������������
.

4.3 ���������������������������

�������������������,

�����������	�������, 
�
����	
�������������, �
������������. ��������
������������, ��!��
�	
���������������������
�	������.

���������������	��
��������������. ���� 80 m

������, ���	��	�	���, �
��	��� 1 m/s, ����� 200 Hz, ���
����. ��� 427222 ����	
���
�, GMRES ����	������ 10−3. � 7

�����������	 SPL(dB) ���	. �
�������� 5234 s, �
	�������
�������	. �����	���, ���
��������	, ���	�����	��
�����������. ����������


����������	�������	
�	
���������, ���������
��.

� 7 ������	 SPL(dB) ��

5 � �

�
�	�	������������
���� Helmholtz ��. ��������
� Burton-Miller ��, �����������
�����������������, �

�������
��
������, �
�������
����. �������
�������������������
� �, � � � � ��� � 	 � � � � � �. 
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�, � � � � ��� � 
 � GMRES ��	 �
��������������������
�, ������������. �����
������������������, �
���

������ O(N) �	����
�, ���������������	���.

�����	��������������
���������, ����������	�
�����, �����������. ����
	��	����
�����������
�������	���	, �������
����������������.
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Abstract

The conventional exterior acoustic Helmholtz boundary integral equation is prohibitively expensive for solving large-scale engi-

neering problems. In order to effectively overcome this problem, the fast multipole method is introduced to the BIE, and accelerates

the iterative solution for the system matrix equation. Due to using the diagonal form multipole expansions of the fundamental solution

in the BIE, the computational efficiency of the new fast multipole boundary element method (FMBEM) is improved significantly com-

pared to the conventional BEM. Both the computational complexity and memory requirement of the FMBEM are drastically reduced

to O(N), where N is the number of degrees of freedom (DOFs). Numerical examples including a large submarine model with more

than 420000 DOFs demonstrate the accuracy and efficiency of the FMBEM, and clearly show the advantage of the new algorithm for

solving the large-scale acoustic problems. The developed FMBEM would be potential for engineering applications.
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