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1 � �

Kirchhoff �� [1] ��	������, ��
������������	���. � DNA

������: Benham[2] 
 Le Bret[3] � Kirch-

hoff ����������� DNA ������.

��	���� [4−6] ����
������

����
���������������
�����������, � Kirchhoff ����
���
����������������
�����. Shi 
 Hearst[7] ���� Kirchhoff �
�����, ��	
�	���, ������
���� Schrödinger ��. ��� [8] �
��	

�, ������������ Schrödinger �

�, ��������� (ρ =
B

A
≈ 1) ���	

		 (�� A, B ��������
 x �� y �
����	). ������: ��������
���������� DNA ����	���
���������, �����������
� [9](ρ ≈ 4)����������	 [10,11] ��

	��	����	����	���
	 [12] �
��. �������� Kirchhoff ������
��
����������, 
�	����
����� [13], �������	�. ����
	��������	��, 	���
����
	�	������
�
 [14−16].

������������� Kirchhoff ��
���
�	���
��
��	���, �

���	�������

������

����������, ����������

	� Kirchhoff ��. ���
�
	�	 [17] �
����������, ���������
�
����, 
����������������

�����, ������������	�
����������������. � DNA �
���������	������ [10,11] ��
����������	����

	. ���
���	�
��	������	�����
�
�� [18−20](� 1), 
�	�����	�
� (DNA topoisomerase) ��
����[13] ���
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� 1 DNA ����	����

��.

2 ���� Kirchhoff ������

���������	 (� 2), 	��
	
��� {e1, e2, e3} ������� [4]⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
dF

ds
+ f = 0,

dM

ds
+ e3 × F + m = 0.

(1)

� (1) 	����
�� F , M , ��
��
� f , m, ��	 ω �����
	

F =FaDa + F̄aD̄a + F3D3,

M =MaDa + M̄aD̄a + M3D3,

f =faDa + f̄aD̄a + f3D3,

m =maDa + m̄aD̄a + m3D3,

ω =ωaDa + ω̄aD̄a + ω3D3, (2)

��, ��� xa 	����� xa = x1 + ix2, x̄a

����. ������� {Da, D̄a, D3} 		�
�
	��� {e1, e2, e3} ��, �⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Da =
1
2
(e1 − ie2),

D̄a =
1
2
(e1 + ie2),

D3 = e3.

(3)

����������
	 Kirchhoff ��⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dFa

ds
+ i(Faω3 − F3ωa) + fa = 0,

dMa

ds
+ i(Maω3 − M3ωa + Fa) = 0,

dF3

ds
+

i
2
(F̄aωa − Faω̄a) + f3 = 0,

dM3

ds
+

i
2
(M̄aωa − Maω̄a) = 0,

(4)

������	� (4) 	��������	.

������������
�� Mi

Ma =M1 + iM2 = Aω1 + iBω2 = B(ρω1 + iω2),

M3 = Cω3, (5)

��, ρ = A/B ������	�, C����
	. 	 (4) 		�: ����� (A = B, ρ = 1)

� � � 	 � � � � 	 � � � � � � � � � �
� [4](���� χ = n

π

2
, n = 0, 1, · · · ), �
�

� Maω̄a = M̄aωa, ������������
���

dM3

ds
= 0. (6)

��
�������, 	�������
�	 (
��������	), 	������
� Kirchhoff ��	�	�� (6) 	����, �
���������	, 	����
� [4,8,10].

����, �
����
	 Kirchhoff ���
�	��, 
����	�
	�������
�����������, ������			
����.

� 2 ����������	

3 ��������������

� � (4) 	 �  � M3 � � � � s � � 
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��	
dM3

ds
= i

(1
2
Maω̄a − 1

2
M̄aωa

)
. (7)

������, ��������	����
��� M3 � M1, M2 ����� [4]; 	����
���, �	�
��
�
	
	 [17], 	 (7)

	�� M3 ��
�		

M3 =
1
2
Maω̄a +

1
2
M̄aωa. (8)


� (7), (8) �	, �	����� ω1, ω2, 	�

ω1 =
(A−B)M3 ∓

√
(A−B)2M 2

3 − 4AB(M ′
3)2

2AM ′
3

ω2,

ω2 =

√
(A−B)M3 ±

√
(A−B)2M 2

3 − 4AB(M ′
3)2

2(A−B)B
,

(9)

�� (·)′ ��������� s ��
��. 	 (9)

	�� ωaω̄a �� M ′
3 � M3 ��		

ωaω̄a =
A + B

2AB
M3

+

√
(A − B)2M 2

3 − 4AB(M ′
3)2

2AB
. (10)

	 (8), (10) �		�, �
��������
	 Beff ��

M3 = Beffωaω̄a ≈ 2AB

A + B
ωaω̄a, (11)

� ≈ � �, � 
 � �  Aω2
1 = Bω2

2 . �
� � � �,  � � � � (7), (8) � 	, � � �
�

√
(A − B)2M 2

3 − 4AB(M ′
3)2 = ε, 	���

lim
Aω2

1→Bω2
2

√
(A − B)2M 2

3 − 4AB(M ′
3)2 = 0. (12)

�� (11), (12) �	, 	�������
	 Beff ������������

Beff =
2AB

A + B
,

dM3

ds
= ± A − B

2
√

AB
M3 + O(ε). (13)

��, �� (13) 	����, 		�	 MaM̄a =
B2

effωaω̄a �������	 Beff

Beff =

√
MaM̄a

ωaω̄a
=

√
AB. (14)

� � � 	 � � � � � � � Kehrbaum 

Maddocks[21]�Eslami-Mossallam 
 Ejthadi[22] �
� DNA �������������	���,

����������	 DNA �������
��, ��������	 DNA ��. ����

	��
	�	, ����	��
�����
�	�������	�, �
���
����

�	�����������	��.

4 �������� Jacobi ��

���
�, ���
���� f3 = 0 [4,7],

	 (4) 	� M ′
a, M̄ ′

a ��		��

ωaM̄ ′
a + ω̄aM ′

a = − i(Faω̄a − F̄aωa)

− i(Maω̄a − M̄aωa)ω3. (15)

��� (15) 	���, ���� F3 ����	
	

F3 = H − M 2
3

2C
− 1

2

∫
(ω̄aM ′

ads + ωaM̄ ′
ads), (16)

�� H ������������. 	� (16)

	������
��

�

ωaM̄ ′
a + ω̄aM ′

a =Maω̄′
a + M̄aω′

a

=2(Aω1ω
′
1 + Bω2ω

′
2), (17)

���������

ωaM̄ ′
a + ω̄aM ′

a

=
1
2
(ωaM̄ ′

a + ω̄aM ′
a + Maω̄

′
a + M̄aω′

a)

=
1
2
(Maω̄a + ωaM̄a)′. (18)

	 (16) 	���	��� F3 ����		

F3 = H − M 2
3

2C
− 1

4
(Maω̄a + M̄aωa). (19)

5 �������������

� (19) 	�� (4) 	, � fa = f1 + if2 ���
���, ���� Ma ��
�����

d2Ma

ds2
=Hωa − 3

4
Maωaω̄a +

M 2
3 Ma

C2

− 3M 2
3 ωa

2C
− MaωaM̄a

2C
+

1
4
ω2

aM̄a

+
M 2

a ω̄a

2C
− 2iM3

C

dMa

ds

+ iM3
dωa

ds
+ ifa. (20)
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� (20) ���
	��, ���� (8) 	, ��
� ω1, ω2 �����		�����

d2ω1

ds2
=

Hω1

A
− ω3

1

2
+

A(2A − 3C)ω5
1

2C2

+
[2A(B − C) + B(−2B + C)]ω1ω

2
2

2AC
− f2

A

+
B(2A − 3C)ω3

1ω2
2

C2
+

B2(2A − 3C)ω1ω
4
2

2AC2

+
(2B − C)(Aω2

1 + Bω2
2)

AC

dω2

ds
,

d2ω2

ds2
=

Hω2

B
− ω3

2

2
+

B(2B − 3C)ω5
2

2C2

+
[2B(A − C) + A(−2A + C)]ω2

1ω2

2BC
+

f1

B

+
A(2B − 3C)ω2

1ω3
2

C2
+

A2(2B − 3C)ω4
1ω2

2BC2

− (2A − C)(Aω2
1 + Bω2

2)
BC

dω1

ds
, (21)

��, � (20) 	��� A = B, 	�������
��� Kirchhoff ������� [4]; �� DNA �
���������
 (ρ ≈ 4)[10], 	����
		���
�� 1 : 2 �����, 	��
�

 [17,23] �	�	������	. ��, � (20)

	���, 
������	��, 		����

�������.

�� M3 ����s��
��	����

M ′′
3 =

1
2
(Maω̄a + M̄aωa)′′

=ω′
aM̄ ′

a + M ′
aω̄

′
a +

1
2
(ω̄aM ′′

a + M̄aω′′
a

+ ωaM̄ ′′
a + Maω̄′′

a), (22)

��, (·)′′ ��������� s ��
���.

����������
	��	, 	�: �	
� ω̄aM ′′

a + ωaM̄ ′′
a = M̄aω′′

a + Maω̄′′
a , �� (22) 	

	����

M ′′
3 = M̄ ′

aω′
a + M ′

aω̄
′
a + ω̄aM ′′

a + ωaM̄ ′′
a . (23)

� (20) 	�����		�� (23) 	, ����
� fa ���, ��

d2M3

ds2
=iM3

(
ω̄a

dωa

ds
− ωa

dω̄a

ds

)

+
(
2H − M3 − 3

C
M 2

3

)
ωaω̄a

− 2
C

( dM3

ds

)2

+
2iM3

C

(
ωa

dM̄a

ds
− ω̄a

dMa

ds

)

+
(

dMa

ds

dω̄a

ds
+

dM̄a

ds

dωa

ds

)

+
2M 3

3

C2
. (24)

	 (9) 	�	 (24) 	����
��
, ��	
���

ω̄a
dωa

ds
− ωa

dω̄a

ds

=
2i[(M ′

3)
2 − M3M

′′
3 ]√

(A − B)2M 2
3 − 4AB(M ′

3)2
,

ωa
dM̄a

ds
− ω̄a

dMa

ds

=
i(A − B)2

4AB
M3 − i(A + B)[(M ′

3)
2 − M3M

′′
3 ]√

(A − B)2M 2
3 − 4AB(M ′

3)2
,

dMa

ds

dω̄a

ds
+

dM̄a

ds

dωa

ds

=
(A − B)2

8AB
M3

− [(A − B)2M3 − 4ABM ′′
3 ][(M ′

3)2 − M3M
′′
3 ]

2[(A − B)2M 2
3 − 4AB(M ′

3)2]
.

(25)

���������	������ (24),

(25) �	��� (	� (M ′
3)2 − M3M

′′
3 ���

�
√

(A − B)2M 2
3 − 4AB(M ′

3)2 ��
����
�), ����	� ε ��
����

d2M3

ds2
=

(A − B)2 + 8(A + B)H
8AB

M3

− (A − B)2 + (A + B)C
2ABC

M 2
3

+
4AB − 3(A + B)C

2ABC2
M 3

3

− 2
C

( dM3

ds

)2

. (26)

���������� (26) 	, ������

�
�	������ M3 ��
��, 	��
���
�� (4) 	�����������
���	��; ��, 
 [19, 20] ����

, ������ M3 � ω3 �����
� (��
� Tw, �� Lk, 
� Wr) �����, 		�
������������������
��
���.

6 ���������������
���������

��
���	��, DNA ������
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����������, 	������	���
����� [10,11]. �������, �����
������
�� Mi

M1 =(A + A1 cos Ωs)ω1,

M2 =(B + B1 cosΩs)ω2,

M3 =Cω3, (27)

� �, A1/A � B1/B � � � � � �, � � �

 A1/A = B1/B = k, Ω ��

	 [11].

��� (27) 	���, 
� (7),(8) �	, �
	����� ω1, ω2, 	�

ω1 =
(A − B)M3 ∓

√
(A − B)2M 2

3 − 4AB(M ′
3)2

2AM ′
3

ω2,

ω2 =

√
(A − B)M3 ±

√
(A − B)2M 2

3 − 4AB(M ′
3)2

2(A − B)B(1 + kcosΩs)
,

(28)

� �, (·)′ � � � � � � � � � s � � 
 � �.

	 (28) 		� ωaω̄a �� M ′
3 � M3 ��		

ωaω̄a =
A + B

2AB(1 + k cosΩs)
M3

+

√
(A − B)2M 2

3 − 4AB(M ′
3)2

2AB(1 + k cosΩs)
. (29)

����, 	 (29) 		�, �
��������
	 Beff ��

M3 = Beffωaω̄a ≈ 2AB

A + B
(1+k cosΩs)ωaω̄a, (30)

		� ≈ ��, �
� Aω2
1 = Bω2

2 . 	����



√
(A − B)2M 2

3 − 4AB(M ′
3)2 = ε, 	���

lim
Aω2

1→Bω2
2

√
(A − B)2M 2

3 − 4AB(M ′
3)2 = 0. (31)

�� (30), (31) �	, 	�����������
	��������	�������

Beff =
2AB

A + B
(1 + k cosΩs),

dM3

ds
= ± A − B

2
√

AB
M3 + O(ε). (32)

��, � (14) 		�, 		�	 MaM̄a = B2
effωaω̄a

�������	 Beff

Beff =

√
MaM̄a

ωaω̄a
=

√
AB(1 + k cosΩs). (33)

	 (32),(33) �		�, ���	���� (13), (14)

�	���	�������, 	��� 4, 5 �
�����
, 	�������������
� (�).

7 � �

�� DNA �����������, ���
���������������������
�	��	
��. �������������
�����	�������
�	, �����
��
�����: �����
� DNA ��
���	
��, �����	��
���

���
����������� [4], ��	
�������	���������	���
����		������� [13]. ����
�����������, 	���	����
��
�	������	�
��	, �
��
������������������ DNA �
����� (���������������

�����������
���� [20])��
�	�����������.

8 � �

������������� Kirchhoff �
��	�, ��������	������	�
� DNA ���������������	�
������		, �������������
��������
����, ��������
	�����.

����: ��������
	
	�

������ Kirchhoff �����		�	��
�, 	�����	�����������
�������������; ������
�����������������, ��
� Kirchhoff �������	��������
��	�.

������������������
��, ������������
����
���, 	������	�
��������
������ [24], ��	�	��������
	�����������. ��������
�	��������	 (� DNA �����
�����
��) �������������.

����������������������

�����
.
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The analytical reduction of the Kirchhoff thin elastic
rod model with asymmetric cross section∗
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Abstract

The Kirchhoff thin elastic rod models and related systems are always the important basis to research the topology and stability

of the flexible structures in not only the macroscopic but also microscopic scale. Firstly the initial Kirchhoff equations are rebuilt in a

complex style to suit the character of obvious asymmetry embodied on the cross section by considering the mathematical background

of DNA double helix. Then we introduce a complex form variable solution of the torque, and extend the knowledge of effective bending

coefficients as well as its facility in the high dimensional system by using the complicated system. As the result, a simplified second

order ordinary differential equation with single variable is obtained. Furthermore the periodically varying bending coefficients of the

DNA molecular are considered as the appended components to the effective bending coefficients. The whole reduction process makes

the numerical simulation become not solely the exclusively eligible approach, and produces adaptable channel to quantitative analysis.
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