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1 � �

�������������������
������������, ���������
���������������� [1−15], ��
����������������	���. �
������	�, �����������	

��������������������
�	 (���

��); ����������	
�����	�. ��������������
�������, �������������	
���������. �����������,

���������������, �����
�������� [9]. 
�����	�����
���� (semi-inverse method)[9−15], ��	�	
		
, �
��	�������; �����
�������������������, 	�
��������

�	��� [9−15].

���������
�
�������
�
����, �	���������, ��
��		����������������

���� [16]. ��	��
��������
���. ������	�
�������
����� Rossby ��, ���������
��� [16]. 
���������������
�����
	�, �������������
	��������

������. �
�

�������������� (Rossby ����
�������) ������	������,

�������������, �����	��
��. ������, ��
�������	, �
���� [9−15] ��
������������
����	
������.

2 Rossby ��������

Rossby ��������������

��. ����	, ����������
�����������, ���� β ��.

β ��� Rossby ������������, �
� Rossby �������������
 [17]�

∂u

∂t
− fv = −∂Φ

∂x
,

∂v

∂t
+ fu = −∂Φ

∂y
,

(1)

�������� f ≈ f0 + βy, β �� f ���
����, u � v �����
��
���	, Φ

��	�
�. ������ Rossby ���, ��
����
���
�, � ux + vy = 0. ���
������ ψ, ��	

u = −∂ψ
∂y

, v =
∂ψ

∂x
. (2)
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�	��� ζ =
∂v

∂x
− ∂u

∂y
, �� (2) �

���	����� ζ = Δψ. ��	����
������ (1) �
���� Rossby ���
����

∂

∂t
(Δψ) + β

∂ψ

∂x
= 0, (3)

� � � � � � � � � � � � � � , 
 � �
� Euler-Lagrange ���	��� (3). �	��
��, ���
���������� [9−15] �

���� Rossby ������� (3) ��
�����

J =
∫∫∫

LdΩdt, (4)

�� L �	������, dΩ = dxdy. ���
	 ψ(t, x, y) = Gt(t, x, y), � (3) 	�����

∂2

∂t2
(ΔG) + β

∂2G

∂t∂x
= 0. (5)

������ (5) ��, ����� L ��
����

L =
1
2

[
(1 − α1)G

∂4G

∂t2∂x2
+ α1

(
∂2G

∂t∂x

)2

+(1 − α2)G
∂4G

∂t2∂y2
+ α2

(
∂2G

∂t∂y

)2
]

+ F,

(6)

����� αi(i = 1, 2) ����� [0, 1] ��
���
�. F ����� G ��������
�, ��
������
	������, �
������
� [9—15] ���. ��		 L �
� G ��
��, �

∂L

∂G
+

∂2

∂t∂x

(
∂L

∂Gtx

)
+

∂4

∂t2∂x2

(
∂L

∂Gttxx

)

+
∂2

∂t∂y

(
∂L

∂Gty

)
+

∂4

∂t2∂y2

(
∂L

∂Gttyy

)
+
δF

δG
= 0,

(7)

��
δF

δG
�� F �� G �
����� [9−15], �

����

δF

δG
=
∂F

∂G
− ∂

∂x

∂F

∂Gx
− ∂

∂t

∂F

∂Gt
+

∂2

∂x2

∂F

∂Gxx
+ · · · .

� (6) � (7) �

∂2

∂t2
(ΔG) +

δF

δG
= 0. (8)

�
���� F ������� (8) ����
� (5) . ��� (5) �� (8) ��

δF

δG
− β

∂2G

∂t∂x
= 0. (9)

��������, ��� (9) ����
�
���� F ��	

F =
β

2
[(1 − γ)GGtx − γGtGx], (10)

����� γ ����� [0, 1] �����
�.

� (10) �� (6) , ���	��������
��	

L =
1
2
[(1−α1)GGttxx+α1G

2
tx+(1 − α2)GGttyy

+α2G
2
ty] +

β

2
[(1 − γ)GGtx − γGtGx].

(11)

� 	  � � (4)  �, � 	 � � � � � � �
� Rossby � � � �  � � � � � � � � �
��

J =
1
2

∫∫∫
[(1 − α1)GGttxx + α1G

2
tx

+(1 − α2)GGttyy + α2G
2
ty + (1 − γ)βGGtx

−γβGtGx]dΩdt.
(12)

� (11) � (12) �, α1, α2 � γ ����� [0, 1]
� � � � � � �  � � �. (12)  � � 	 �
� � Rossby � � Gt = ψ � 	 
 � � � � �
���.

����������� Rossby ����
��������� (12) ����, ����
	 (12) �� G ��
��, ������ Euler-

Lagrange ���

δG : Gttxx +Gttyy + βGtx = 0, (13)

�� δG �� G �����. � Gt = ψ � Δψ =
ψxx + ψyy ���	, �� (Δψ)t + βψx = 0,

���� (13) � (3) ����. �����	�
������� Rossby �����������
���.

�� (12) , ��
����� (α1, α2

� γ) ��� 0 � 1, ������ Rossby ��
�����
�������

J1 =
1
2

∫∫∫
(GGttxx +GGttyy+βGGtx)dΩdt,

(14)

J2 =
1
2

∫∫∫
(G2

tx +G2
ty − βGtGx)dΩdt. (15)
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(15) �� Lagrange ���

L =
1
2
(G2

tx +G2
ty) −

1
2
βGtGx. (16)

���� Gt = ψ � (2) , (16) ����
��	���� Rossby �����

1
2
(ψ2

x +

ψ2
y) =

1
2
(u2 + v2), ��

1
2
βGtGx ���	�.

�� (16) � L ���������	��,

������ Lagrange ���������, �
�
���������� (16)  [17]. ��

���������
����������
������ Rossby ���
������
�, �������������������
�
.

3 �����������

��������		�����. 	���
����		�, ���������		, ��
		������
���. ��������
		������, ��		���������
������. ���		��� x �
���,

� u �= 0, v = w = 0, ������������
����� [18]

∂u

∂t
+

1
ρ0

∂p′

∂x
= 0,

∂ρ′

∂t
+ ρ0

∂u

∂x
= 0,

∂p′

∂t
= c2s

∂ρ′

∂t
,

(17)

 � ρ0 � � � � � � �, � � 
 � z � � �,

� ρ0 = ρ0(z); ρ′ � p′ ����������
��������	���	; u � cs �����
��
�����. ���� (17) ����
����, ���� (17) ���� [18]

∂u

∂t
+

1
ρ0

∂p′

∂x
= 0,

∂p′

∂t
+ ρ0c

2
s

∂u

∂x
= 0.

(18)

�������� Φ, �����

Φx = ρ0u, Φt = −p′. (19)

� � �, � � � � � � � � � � � � Π , � �
���

Πx = p′, Πt = −ρ0c
2
su. (20)

��� (19) , ���� (18) ������

��	, ����������������,

��� Euler-Lagrange ���	��� (18) ���
������ (19) . ��	����, ���
��
���������� [9−15] �
���
����� (18) ������

J(u, p′, Φ) =
∫∫

L1dxdt, (21)

 � � L1 � 	 � � � � � �, � � � � �
���

L1 = p′Φt + ρ0c
2
suΦx + F1, (22)

�� F1 ����� u � p′ ��������
����, ������ Φ ���. ��
���
���
	������, �������

� [9—15] ���. (22) ����	�����
��������	
, ��� Φ ��
��

∂L1

∂Φ
− ∂

∂x

(
∂L1

∂Φx

)
− ∂

∂t

(
∂L1

∂Φt

)
= 0, (23)

������� (18) �����. ����	
	 L1 �� u � p′ ��
��, �

∂L1

∂u
− ∂

∂x

(
∂L1

∂ux

)
− ∂

∂t

(
∂L1

∂ut

)
+
δF1

δu
= 0, (24)

∂L1

∂p′
− ∂

∂x

(
∂L1

∂p′x

)
− ∂

∂t

(
∂L1

∂p′t

)
+
δF1

δp′
= 0. (25)

(24) � (25) ��
δF1

δu
�

δF1

δp′
���� F1 �� u

� p′ �
����� [9−15], �����

δF1

δu
=
∂F1

∂u
− ∂

∂x

∂F1

∂ux
− ∂

∂t

∂F1

∂ut
+

∂2

∂x2

∂F1

∂uxx
+ · · · ,

δF1

δp′
=
∂F1

∂p′
− ∂

∂x

∂F1

∂p′x
− ∂

∂t

∂F1

∂p′t
+

∂2

∂x2

∂F1

∂p′xx

+ · · · .

� (22), (24) � (25) � � �  � � � � � �
���

ρ0C
2
s Φx +

δF1

δu
= 0, (26)

Φt +
δF1

δp′
= 0. (27)

�
���� F1 ������� (26) � (27) �
�� (19) �����. ��� (19) �� (26)

� (27) �
δF1

δu
= −ρ2

0C
2
s u, (28)

δF1

δp′
= p′, (29)
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����

F1 = (p′2 − ρ2
0C

2
s u

2)
/
2. (30)

� (30) �� (22) , � (22) �� (21) , �
��������������������

J(u, h, Φ) =
∫∫

[p′Φt + ρ0c
2
suΦx

+ (p′2 − ρ2
0C

2
s u

2)
/
2]dxdt. (31)

������������������� (31)

����, ������	 (31) �� Φ, u � p′

��
��, ����� Euler-Lagrange ����

δΦ : − p′t − ρ0C
2
s ux = 0,

δu : ρ0C
2
s Φx − ρ2

0C
2
s u = 0,

δp′ : Φt + p′ = 0,

(32)

�� δΦ, δu � δp′ ���� Φ, u � p′ ��
���. � (32) ������ Φt = −p′,
� (32) �������

∂p′

∂t
+ ρ0c

2
s

∂u

∂x
= 0

� Φx = ρ0u, ������� (32) � (19) � (18)

������. �����	�������
�����������������.

������ (20) ������ Π , ���
���������������������
���

J(u, p′, Π) =
∫∫

[ρ0uΠt + p′Πx

+(ρ2
0C

2
s u

2 − p′2)
/
2]dxdt.

(33)

��������� (33) �� Π , u � p′ ��

��, �����
� Euler-Lagrange ����

δΠ : − (ρ0u)t − p′x = 0,

δu : ρ0Πt + ρ2
0C

2
s u = 0,

δp′ : Πx − p′ = 0,

(34)

�� δΠ , δu � δp′ ���� Π , u � p′ ���
��. ����� (34) � (20) � (18) ���
������. �����	��������
������������ (33) ����. �	
��, �����
����� [9−15] �����
��������� (18) ���������,

����������� Euler-Lagrange ����
���������, �����������
�������.

4 �����������

�������������������,

������������. ��������
�������. ���������	�

� (�
����
�) ���, �������
	, ����	�, �����������. �	
��
��	, ���
���, ������. �
������, �		����� x �
���,

���������������� [18]

∂u

∂t
+
∂φ′

∂x
= 0,

∂φ′

∂t
+ c2g

∂u

∂x
= 0,

(35)

 � � cg � � � � � � � , φ′ � � �
� � � � � � � � � 	 � � �, u � � �
� � 
  �. � � � � � � � � Φ, � �
���

Φx = u, Φt = −φ′. (36)

���, ������������� Π , ���
��

Πx = φ′, Πt = −c2gu. (37)

��� (36) , ���� (35) ����
�
�	, ������������������,

�
��� Euler-Lagrange ���	������
��� (35) ������ (36) . �����
���������������, ���
�
��������� [9−15] �
��
���
����

J(u, φ′, Φ) =
∫∫

L2dxdt, (38)

 � � L2 � 	 � � � � � �, � � � � � 
���

L2 = φ′Φt + c2guΦx + F2(φ′, u), (39)

�� F2 ���� Φ ��, �� u � φ′ ���
����������, ��
������

	������, �������
� [9—15] �
��. (39) ���	�������	
���
� Φ ��
��

∂L2

∂Φ
− ∂

∂t

(∂L2

∂Φt

)
− ∂

∂x

(∂L2

∂Φx

)
= 0, (40)

������� (35) ���. ����	
	 L2 �� φ′ � u ��
��, ����

Φt +
δF2

δφ′
= 0, (41)
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c2gΦx +
δF2

δu
= 0, (42)

��
δF2

δu
�

δF2

δφ′
���� F2 �� u � φ′ �
�

����, ����������	. ���
�
��� F2 ������� (41) � (42) ���
� (36) �������. ��, � (36) ���
� (41) � (42) �, ���

δF2

δφ′
= φ′, (43)

δF2

δu
= −c2gu. (44)

�� δF2 =
δF2

δφ′
δφ′ +

δF2

δu
δu, ���	����

����
���
����� F2�

F2 = (φ′2 − c2gu
2)

/
2. (45)

� (45) �� (39) , �	� (39) �� (38) ,

���������������������
�

J(u, φ′, Φ) =
∫∫

[φ′Φt + c20uΦx

+ (φ′2 − c2gu
2)

/
2]dxdt. (46)

�������������������
��� (46) ����, ������� (46) �
� Φ, u � φ′ ��
��, ������ Euler-

Lagrange ����

δΦ : − φ′t − (c2gu)x = 0,

δu : c20Φx − c2gu = 0,

δφ′ : Φt + φ′ = 0.

(47)

��, ��� (47) � (36) � (35) ���
�����. ���������������
������������ (46) ����.

������ (37) ������ Π , ���
���������������������
��

J(u, φ′, Π) =
∫∫

[uΠt+φ′Πx

+ (c2gu
2−φ′2)/2]dxdt. (48)

������� (48) �� Π , u � φ′ ��
�
�, �����
� Euler-Lagrange ����

δΠ : − ut − φ′x = 0,

δu : Πt + c2gu = 0,

δφ′ : Πx − φ′ = 0.

(49)

�� (49) ��� Euler-Lagrange ���� (37)

� (35) ����������. �	��, ��
���
����� [9−15] ����������
�������������� (46) � (48), �
���������� Euler-Lagrange ����
��������, �������������
�����.

5 � �

�����
������������
���������, ����������
��������, �����	�����	
��� [9−15]. �
������������
� Rossby �����������������
������������, ���������
�. ������������, ������
��������������������, �
�������������, �����
��.
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Generalized variational principles for three kinds of
atmospheric waves∗
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Abstract

The semi-inverse method is proposed by He to establish generalized variational principles for mathematical and physical prob-

lems, in which the variational crisis brought by the Lagrange multiplier method can be eliminated. with He’s semi-inverse method, a

family of variational principles is constructed for Rossby wave, atmospheric acoustic wave and gravity wave respectively. The obtained

variational principles have also proved correct.
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