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��� Rayleigh ������, ��
� a ���
� b ���, ����������� L, ���
� C, ��
	�� R0 � r, ������� G(y),
����
	�� R ����� E 

, � SW

�� a �, E = E1, R = R1, ��� b �, E = E2,

R = R2.


 1 ����


 2 ��
���


���� SW ���� Rayleigh �����
��
�������	, ���	�� T ��,

����������� nT (n = 1, 2, · · · ) �

, �� SW ��� a �, �������� a �
��; 	�������, ����������
�� y 
����� yref �, RS �������,

��� SW �� b �, �����	��� b ��
�. ������������, �������
� nT ��, ���� SW�� a �, ������
�, ����� SW�� b �, ��� SW � b ��
�� a �, 	����� a ����, � y 
� yref

�, SW � a ��� b �.

�	�� g1 = 1/(R0 + R1), g1 = 1/(R0 +
R2) B1 = g1E1, B2 = g2E2, � L = 1, C = 1,

�����
�	����	����
��

�� [24]�

SW : a

⎧⎪⎨
⎪⎩

dx

dt
= −rx − y,

dy

dt
= x + (1 − g1)y − 1

3
y3 + B1,

(1)

SW : b

⎧⎪⎨
⎪⎩

dx

dt
= −rx − y,

dy

dt
= x + (1 − g2)y − 1

3
y3 + B2,

(2)

���������������

G(y) = −y +
1
3
y3.

3 �����

��� a � b ���������

dx

dt
= −rx − y,

dy

dt
= x + (1 − g)y − 1

3
y3 + B,

(3)

��� E(xe, ye) 
���

−rx − y = 0,

x + (1 − g)y − 1
3
y3 + B = 0,

(4)

��� xe = −ye

r
, ye 
�

f(ye) =
1
3
y3
e +

[
1
r
− (1 − g)

]
ye − B = 0. (5)

�����	�������

λ2 +(r + g− 1+ y2
e )λ+1− r(1− g− y2

e ) = 0. (6)

�
, � r+g−1+y2
e > 0, 1−r(1−g−y2

e) > 0
�, E(xe, ye) �		�, �����������
���, � Fold ���

FB :

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

r + g − 1 + y2
e > 0,

1 − r(1 − g − y2
e) = 0,

1
3
y3

e +
[
1
r
− (1 − g)

]
ye − B = 0,

(7a)

�������

FB :

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

r + g − 1 + y2
e > 0,

{4[g3 + 3g(1 − g)− 1] + 9B2}r3+

12(1 − g)2r2 − 12(1 − g)r + 4 = 0,

(7b)
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� Hopf ���

HB :

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

r + g − 1 + y2
e = 0,

1 − r(1 − g − y2
e) > 0,

1
3
y3

e +
[
1
r
− (1 − g)

]
ye − B = 0,

(8a)

�

HB:

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1 − r(1 − g − y2
e) > 0,

r5+3(1−g)r4−6r3+(4g3−12g2+18g−
10+9B2)r2+[12(1−g)2+9]r−9(1−g)=0,

(8b)
��� Hopf �������
��

ΩH =
√

1 − r(1 − g − y2
e ).


 3 �������


 4 ����	�� (a) �
; (b) ��
�

FB � HB ����� (r, g, B ) ��
�

���	������
��	, 
 3 ���
� B = 0.1 �����.

��	��, ����		�	�����	
	���, �� g = 0.2, r = 3.0 �, ����	
� E1(−0.426, 1.278) � E3(0.352, −1.056), ��
��� E2(0.074, −0.222). �������� FB

�, �	����	�����������, �
������	
		. �	������		
����, �� g = 0.2, r = 1.0 �, ����		
��� E1(−0.396, 0.396). �������� HB

�, ��� E1 �	�� Hopf ��, �
�	��
��		����, �� g = 0.2, r = 0.1 �, �
 4
��, ���		���� E1(−0.108, 0.011), �
���
�� ΩH = 0.959.

4 �������

��� a, b ����� SW ����, ��
��������������� y 
���
��� yref , �������� Π = {(x, y) ∈
R2 |q(y) = yref}. ��	 y ���

����,

��������
, 
�
���������
�. �������	��������
���
��, �����
�� Jacobian ����
��
��������.

��� a ������ Jacobian ����
��

Ja(Π) =

∣∣∣∣∣∣
−r −1

1 1 − g1 − y2
ref

∣∣∣∣∣∣ , (9)

���, ��� b ������ Jacobian ����
��

Jb(Π) =

∣∣∣∣∣∣
−r −1

1 1 − g2 − y2
ref

∣∣∣∣∣∣ . (10)

� � � 
 � � Jacobian � � J(Π) = {(1 −
q)Ja(Π) + qJb(Π), ∀q ∈ [0, 1]}, �

J(Π) =

∣∣∣∣∣∣
−r −1

1 1 − (1 − q)g1 − qg2 − y2
ref

∣∣∣∣∣∣ , (11)

�� q��
��, ����	���

FΠ(λ) =λ2 + [q(g2 − g1) + g1 + r − 1 + y2
ref ]λ

+ r[q(g2 − g1) + g1 − 1 + y2
ref ] + 1. (12)
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�
, �
��
��:

QB:

⎧⎨
⎩

q(g2−g1)+g1+r−1+y2
ref >0,

r[q(g2−g1)+g1−1+y2
ref ] + 1 = 0

(13)

�, �� Jacobian ����	�������,

��

HB:

⎧⎨
⎩

q(g2 − g1) + g1 + r − 1 + y2
ref = 0,

r[q(g2 − g1) + g1 − 1 + y2
ref ] + 1 > 0

(14)

�, ��	������. ��������, ��
���������������, �
, ���
�

��������


�������
���
	, 	�, ��� Jacobian ����	�
	�
����

���, ���������
��������, �
�
��, �����

�����.

�	�� g1 = 0.2, g2 = 2.0, T = 5, B1 =
1.206, B2 = 2.0, 
 5 ��� yref = 0.0 �� (q, r)
������������.


 5 ���������

�
���������������	. �
���������������, 
 6 ����
�������	��� Jacobian ���	��
������. ��� r = 1.0 �, �������
	��, ����	�� q � 0 ��� 1 ����
�


����, �����������, �
�����		�	� (x0, y0) = (−0.396, 0.396).
�������	��, � r = 3.0, ����� Ja-

cobian ���	���
�� q = 0.259 ����
� (
 6(a)), ���� Fold ��, ����		�
	� (x0, y0) = (−0.426, 1.279).

������	��, � r = 0.1, ��� Jaco-

bian ���	�� q = 0.389 �	�

��, �
���� Hopf ��, ���	�

, �����

������ Hopf ����. 
 7 ������
����. ��, ���
�����, �����
�������	����� T = 5 �
.


 6 ���	����������� (a) �	� r = 3.0;

(b) �	� r = 1.0; (c) �	� r = 0.1

5 �������������

������������������
��, 	
��� g1 = 0.2, g2 = 2.0, T = 5,

B1 = 1.206, B2 = 2.0, �� yref = −0.91, ��
��� r ����������.

�� yref ��
��� a � b �����,

��������� FB � HB �
����
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��� (7b) � (8b) �. 
 8 ��� B = 1.206
� B = 2.0 ������������� (r, g) �
����, ����,
��	���, ���
�
�� HB ���.


 7 ��� g1 = 0.2, g2 = 2.0, r = 0.1, T = 5, B1 = 1.206,

B2 = 2.0, yref = 0.0 �� (a) �
; (b) ��
�


 8 �	����������

� r = 0.050 �, � � � ��
 9 � � �
����. �	�, ����� a �����
� Ea(−1.256, 0.063) �		���, ���� b

��		��� Eb(−1.904, 0.095). ������
� a � b �������, ������� a � b

���������
. 	�, �������� a

� b �������, 
�
���������
�������, �� B; ����
�����
	�� T ���������� b ������ a

�, �� A.

5.1 ������������������

� � � � � � � � a �, � � � � 
 � �
�� a ���, �� A(xA, yA) ������.

�������, �������� y ��, �
� A(xA, yA) ��������� a ����
��, �����
� ACB ��������
� Ea(−1.256, 0.063) ����, ���� a �
		����. ���
����, ���	�
�, � t = τa = 1.454, ����������
� yref = −0.91, ��
� B(xB , yref), �� RS

����
��������� b �, ����
	��� b, �� B ��� (xB , yref) ����,

���� b ��		�� Eb(−1.904, 0.095) �
�, ���
 9(a) ���� BDA �		���
� Eb(−1.904, 0.095) ��.


 9 ��� r = 0.050 �� (a) �
; (b) ��
�

� � � � � � b � � � � � � � 	 � �,

� t = τa + τb = T = 5.0, � τb = 3.546 �, �
��	�� T �

�, ����� a �, ���
��	��� A(xA, yA) �, ���������
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���, ����������. ����, ��
��		����, ������������	
����� T = 5 �
. 	�������

,

���� A ���, ���� a ��, ���� τa

� B �, �������������, ����
�� b ��, ���� τb � A �, �
����.

5.2 ������������������������������

� r = 0.059 �, � � � ��� � � �
� (
 10). ���������������,

����� a ������ Ea(−1.266, 0.075)
�		 � � �, � � � � b � �		 � �
� Eb(−1.888, 0.111). �����	
���� a

� b ���������
. 	�, ������
����������	���
	�����
�, ���������� a � b ����.

�� t = 0 ����� a �, ������ A

�, ��� A(xA, yA) �����, �����
��� a ��, ��������������
� Ea(−1.266, 0.075) ����, �� ACB 
�
��� a ����� (
 10). ������	�
��� T , � t = T = 5.0, ����� a �, ��

�����	�� T �
�
�������
�, ����
���� a ���, �� t = 7.543
�, �������� B(xB , yref), �����
���� yref = −0.91, �� RS �������
����� b �, ��������� b, �� B

��� (xB , yref) ����, �
��� b ��,

����� BDA �������� b ����
� Eb(−1.888, 0.111). ��� t = 2T = 10.0 �, �
�	����� A(xA, yA), ���	�����,

����
�, �
����.

������, r ���
�
��� a � b

�	������, ���� r ���, �� Hopf

���
�, �
��� a ��		�����
��, �������	���� T �, � A �
������ a ���, ���������
� yref = −0.91, 	
������ a ����.

����	��	���� T �, ����
��
����, �
�	��������, ����
�������.

��, 	��	������

, ���
� A ���, ���� a ��, ���� T + τa

� B �, �������������, ����
�� b ��, ���� τb � A �, �� τa + τb = T ,

�
�� 2T ��.


 10 r = 0.059 ���� (a) �
;(b) ��
�

���� r ��
��, ��������
��
. �� r = 0.085 �, ������ 4T

� (
 11). �������, ��� a � b ��
���
������. ��� r ���, ��
� a �		�����������, ����
� a ����, �������, ������
	�
���� b �		�����. ����
� a � b ����
����, �������
�	����, ������������. 	
��� t = 0 ����
���� a ���, �
� A1(xA1, yA1) �����, ��������
��������� Ea(−1.294, 0.110) ���
�. ���� t = T = 5.0, ���	����
�����������, ����� a ���,

���
��
� t = τa1 = 7.648, ����
�� B1(xB1, yref), ��������� yref =
−0.91, RS ����������
� b �, �
�������� b, �� B1 �� (xB1, yref)
����, ���� Eb(−1.842, 0.157) ��, ��
�� t = τa1 + τb1 = 2T = 10.0, ����	�
� T ��
�, �
����� a �. ��, �
�����
������� A1(xA1, yA1), �
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��������� A2(xA2, yA2) �, ���
� A2(xA2, yA2) ��������. ����
���������, ����
������
���� Ea(−1.294, 0.110) ����, ���	�
�������. ����� a ���, ����
�� t = 2T + τa2 = 18.198, ��������
����� yref = −0.91, ��
� B2(xB2, yref),
� RS ����������	��� b. 	�, �
� (xB2, yref) ������ (xB1, yref) ����
�, ����� Eb(−1.842, 0.157) �������
��	. ����� t = 2T + τa2 + τb2 = 20.0, �
��	�� T 
�, ����� a �, ����	
����� A1(xA1, yA1) �, ��������,

�������
���. �������, ��
�������	���� T = 5 �
�, ���
������������
����.


 11 ��� r = 0.085 �� (a) �
; (b) ��
�

���� r ��
��, ��������

�����
�

, ������
���
� B(xBi, yref), i = 1, 2, · · · , �
������
���, ������ (
 12). ��������
����, ��������� a ��, ���	
���������, �������� b ��,

�����	���������� a. ����
���������������	� x ���,

�����	����, �����������,

���� b ���
���� b ��������
�
�
�, �
������.


 12 ��� r = 0.100 ���


6 � �

�������������������
�����
, ����	���������
� Rayleigh ���������, �
�����
��������, ����	���	����
����, ���������������
�
������, �
�������������
������, �������������, �
��� Jacobian ����	���
�����


��, �� Hopf ��, �
��������
�. ��������������������,

���
������, �����������
	�� T ���������, �
���� 2T

��, �������������������

������������, �
������
���	����.
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The oscillations of a switching electrical circuit and
the mechanism of non-smooth bifurcations∗
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Abstract

The complicated dynamical evolution of a circuit system composed of two Rayleigh-types subsystems, which are switched by a

periodic switch and a threshold controller, is investigated. Through the analysis of the subsystem equilibrium points, the conditions

for Fold bifurcation and Hopf bifurcation in the parameter space are given respectively. The distribution of the generalized Jacobian

eigenvalues varying with auxiliary parameter at the switching boundary is presented. Then the possible bifurcation behaviors of the

system at the switching boundary are obtained. The mechanisms of the different behaviors of the system are discussed. It is pointed that

the trajectories of the system have two kinds of turning points, which are determined by the periodic switch and the threshold controller

respectively. Meanwhile, the multiple collisions between the trajectories and the non-smooth boundary may lead the system to change

from chaos to period-adding bifurcation.
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