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	 1 �		������ e �������
�������	, ������������ R

���� Va ��������. Ib �����
�� I ������ e �����. ���� c

� x ��
�. ������������
� W , ������	 E0 = V0/W , E0 � V0 �
	����	���������, VR = JSR, VR

�������, S ������, J ����
�, � Va = V0 + VR, 
�

E0 =
1
W

(Va − JSR). (1)
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� M ��� x �������������
� � � � � � � � � � � � � z � � � 	 1

������, ��������� x �. M

���������������	 φj ��
�: Ej = x̂φj(x, z) exp(ikz), j = 1, 2, · · · ,M , �
� k = k0n e = (2π/λ0)n e , λ0 �������, n e

���	�	���	. ��������, ��
�

������ [16,17]:

i
∂φj

∂z
+

1
2k
∂2φj

∂x2
−
k0n

3
er33Esc

2
φj = 0,

(j = 1, 2, · · · ,M ), (2)

�� r33 �������, Esc �������
��, �� e ���������	�, ����
� Esc ��������

��	���	�
����Poisson ��� Gauss ���� [22]. ��
��	�, 	������

(siI + siIb + βi)(ND −N+
D ) − γnN+

D = 0, (3)

J = eμnEsc+μkBT
∂n

∂x
+κs(ND−N+

D )(I+Ib), (4)

∂J

∂x
= 0 � J = const, (5)

ε0εr
∂Esc

∂x
= e(N+

D −NA − n), (6)

��, ND �����, N+
D ��
�����, NA

�� (�
�) ��, n ��
������, si �
��
�, β �
��	; γ �����
�
	; κ ���	, μ � e �������	�
���. kB �����	, T ��	��. J ��
���; �� Poynting ��, ���������

I =
(
n e/2η0

) M∑
j=1

φ2
j ,

	� η0 = (μ0/ε0)1/2, ε0 � εr ������	
��	, μ0 ������	.

� � � � � [8,11] � � � � � , 	 � �
� � � � � �  � � � � � � � � � � �
	, � � � � N+

D � n, NA � n, ND � n

� (ε0εr/eNA)(∂Esc/∂x) � 1 �
����

.


� (5) 	��������������	
, ���, 
� Esc �����	�

Esc =gEa
(I∞ + Ib + Id)
(I + Ib + Id)

+Ep
[gI∞ − I + (g − 1)Ib]

(I + Ib + Id)

− kBT

e

1
I + Ib + Id

∂I

∂x
, (7)

��, I∞ = I(∞, z), Id = βi/si ������,

Ep = κγNA/eμ �����, ���� g =
1

1 + pSR(I∞ + Id)
, p =

eμsi(ND −NA)
WγNA

, ���

� � �  �, � 	 � � � � � , � � � � 	
�������	������. ���	
� 0 < g < 1, � � � � � � � � � � � �
��� gEa, ��������� Ea = Va/W

� R = 0, g = 1 ����	, �� Ea �����
���; � R → ∞, � g = 0, ����	, ���
��	������. � Ib �= 0, �������
�, � Ib = 0 ��	���.

	 1 ����	

� (7) 	 	 � � � � (2), 
 � � 	 � � �
� ξ = z/(kx2

0), s = x/x0, Uj = [2η0(Ib +
Id)/n e ]−1/2φj , �� x0 ����������,

�����������, �
�	������
� Uj 

������:

i
∂Uj

∂ξ
+

1
2
∂2Uj

∂s2
− gβ(1 + ρ)

Uj

1 +
M∑

j=1

|Uj|2

− α

[
gρ−

M∑
j=1

|Uj|2 + (g − 1)δ
]

1 +
M∑

j=1

|Uj|2
Uj = 0,

(j = 1, 2, · · · ,M ), (8)

� � α = (k0x0)
2
(
n4

er33/2
)
Ep, β =

(k0x0)
2 (
n4

er33/2
)
Ea, ρ = I∞/(Ib + Id) = ρ0/(1 +

δ′), ρ0 = I∞/Id, δ′ = Ib/Id, δ = Ib/(Ib + Id) =
δ′/(1 + δ′) 	����������������
�. �� δ′ ������������, ���
����	������
���, ��� (8) �
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�����	����.

2.1 ������������

	 � � � �, I∞ = ρ = 0, � Uj =
r1/2cjy(s) exp(iuξ), r = I(0)/(Id + Ib) = r0/(1 +
δ′), r0 = I(0)/Id, u ���������, c2j �
�� j ������������������,



���
M∑

j=1

c2j = 1. y(s) �������, �

���� y(0) = 1; y′(0) = 0; y(s → ±∞) = 0.

� Uj ���	� ρ = 0 	���� (8) �


d2y

ds2
− 2uy − 2gβ

y

1 + ry2

+ 2α
[ry2 − (g − 1)δ]

1 + ry2
y = 0, (9)

�� (9) 	
���������	
�( dy
ds

)2

=
2gβ + 2α[1 + (g − 1)δ]

r

× [ln(1 + ry2) − y2 ln(1 + r)], (10)

u = − gβ + α[1 + (g − 1)δ]
r

ln(1 + r)

+ α. (11)

	 (10) 	����, �
���������

s = ±
∫ 1

y

{
2gβ + 2α[1 + (g − 1)δ]

r

× [ln(1 + rỹ2) − ỹ2 ln(1 + r)]
}−1/2

dỹ, (12)

���� gβ + α[1 + (g − 1)δ] > 0 �, ����
�����������. � (12) 	, �	�
���	
� y(s), �� Uj = r1/2cjy(s) exp(iνξ)
���	�	
��������������
������	������.

	 LiNbO3 �� [11] �			�, ����
�� n e = 2.2, r33 = 30 × 10−12 mV−1, Ep =
4 × 106 Vm−1, Ea = 2 × 106 V/m, � � � �
� λ0 = 0.5 μm, x0 = 40 μm, � � � � � �,

�  � � α = 355, β = 178, 
 � g = 0.5,

r = 1.429(r0 = 10), δ = 0.857 (δ′ = 6). 	 2 �
��������������� e ����
������	�������������
� (c21 = 0.5, c22 = 0.3, c23 = 0.2) ������. 	
��������������	������
�����, �	 3 	�.

	 2 ������������������

	 3 ���������������������
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	 4 ���� α = 355, β = 178, r = 1.429,

δ′ = 6, g = 0, 1, 0.5, 0.9 ������� e ���
�������	������������ U1

(c21 = 0.5) ������. �	
�, ������
����������, 	��������
�������������
, �	
���
��	������������. 	 5 ���
� α = 355, β = 178, g = 0.5, δ′ = 1, 10 � 100 �
������ e ����������	���
��������� U3 (c23 = 0.2) ������.

�
����������������, ���
���������������, �����
�	������
������. �����
��	����, 	����� - �������
�����������, ���������.

	 4 ��� g ���������� U1 �����

	 5 ��� δ′ ���������� U3 �����

2.2 ������������

� � 
 � � � � (8) � � � � � �, �
� j ������	�������� Uj =

ρ1/2cjy(s) exp(iνξ), �� c2j ��� j ����
� � � � � � � � � � � � � �, 
 
 � �

�
M∑

j=1
c2j = 1.y(s) ������, 

���

��� y(0) = 0; y(s → ±∞) = ±1 � y′(s →
±∞) = 0, y′′(s → ±∞) = 0. � Uj 	���� (8)

��

d2y

ds2
− 2νy − 2gβ(ρ+ 1)

y

1 + ρy2

− 2α
gρ− ρy2 + (g − 1)δ

1 + ρy2
y = 0, (13)

�����, ��

ν = −gβ − α
(g − 1)(ρ+ δ)

1 + ρ
. (14)

� (14) 		� (13) 	���
��������
����:

s = ±
∫ 0

y

{
− 2

gβ(1 + ρ) + α[(1 + gρ) + (g − 1)δ]
1 + ρ

×
[
(ỹ2 − 1) − 1 + ρ

ρ
ln

(
1 + ρỹ2

1 + ρ

)]}−1/2

d̃y.

(15)

��� (15) ��, �� gβ(1 + ρ) + α[(gρ +
1) + (g − 1)δ] < 0, �������������
��. � (15) 	, �	����	
� y(s), �
� Uj = ρ1/2cjy(s) exp(iνξ) �
�������
�������	�����.

	�������, �
� LiNbO3 ����
			�, ����� α = −355 [15], ����
���� β = 178, g = 0.5, ρ = 1.429(ρ0 = 10),
δ = 0.857(δ′ = 6). 	 6 �����������
�������� (c21 = 0.5, c22 = 0.3, c23 = 0.2) �
�����. 	 7 ��������������
����������������	�.

	 6 ������������������
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	 7 ���������������������

2.3 ������������

	�	���, ����� Uj ���

Uj(s, ξ) =ρ1/2cjy(s) exp
[
i
(
wξ +

∫
Qds
y2(s)

)]
,

(j = 1, 2, · · · ,M ), (16)

��, Q �����	, y(s) �������
, 

 |y(s)| � 1, ����� y(s → ±∞) = 1,

y2(0) = m (0 < m < 1), m �	���, y′(0) = 0,

y(n)(∞) = 0 (n � 1). w �����	���
�, c2j ��� j �������������

����, c2j 

 c2j = I2j/
M∑

j=1

I2j �
M∑

j=1

c2j = 1.

� (16) 		� (8) 	�
�
d2y

ds2
− 2wy − Q2

y3
− 2βg(1 + ρ)

y

1 + ρy2

− 2α
gρ− ρy2 + (g − 1)δ

1 + ρy2
y = 0. (17)

� s → ±∞ ������	��� (16) 	,

�


Q2 = −2w − 2gβ − 2α
(g − 1)(ρ+ δ)

1 + ρ
. (18)

� (18) 		� (17) 	����
�( dy
ds

)2

=2(w − α)(y2 − 1) + 2w
( 1
y2

− 1
)

+ 2
{
gβ +

α[(g − 1)ρ+ (g − 1)δ]
1 + ρ

}

×
( 1
y2

− 1
)

+
2gβ(1 + ρ)

ρ
ln

(
1 + ρy2

1 + ρ

)

+
2α[gρ+ 1 + (g − 1)δ]

ρ

× ln
(1 + ρy2

1 + ρ

)
. (19)

��	������� y′(0) = 0, y2(0) =
m, �	
�

w =
1

(m− 1)2

{
(m− 1)(αm+ gβ)

+
α(m− 1)(g − 1)(ρ+ δ)

1 + ρ

− m[gβ(1 + ρ) + α(1 + gρ) + α(g − 1)δ]
ρ

× ln
(

1 + ρm

1 + ρ

)}
. (20)

� (20) 		� (19) 	, ���
	������
����:

s = ± (1 −m)√
2

∫ y

√
m

{
w1(ỹ2 − 1) +mw1

(
1
ỹ2

− 1
)

−mw2 ln
(

1 + ρm

1 + ρ

)(
ỹ2 +

1
ỹ2

− 2
)

+ (m− 1)2w2 ln
(

1 + ρỹ2

1 + ρ

)}−1/2

d̃y, (21)

��

w1 = (m− 1)[α+ gβ + α(g − 1)(ρ+ δ)/(1 + ρ)],

w2 = [gβ(1 + ρ) + α(gρ+ 1) + α(g − 1)δ]/ρ.

�� α, β, g, δ ���������� (21) 	
	���������, �	��	���, �
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� (16) 	�
�	��������	����
��. �
 LiNbO3 �� [13,15] ��			�. 	 8

��� α = −355, β = 178, g = 0.5, ρ = 1.429 (	
� ρ0 = 10), δ = 0.857 (δ′ = 6), m = 0.5, ���
��	����� M = 5 �	������
��, ���� c21 = 0.30, c22 = 0.25, c23 = 0.20,

c24 = 0.15 � c25 = 0.10. �	
��������
��������.

	 9 ��������	���	���
�����������������, �	
�,

��	��������������.

	 8 ����	���	�������

3 � - ������

��
�� - �������, � M ��
� N ����� x ������������
������������� z ������

����, ��������� x �, ����
� x ��
�. ��	�������	�: ξ =
z/(kx2

0), s = x/x0 �Uj = [2η0(Ib+Id)/n0]−1/2φj ,

Vl = [2η0(Ib + Id)/n0]−1/2ψl, �� x0 �����
�����, φj � ψl �� M ����� N �
���������. ��������, �

� (M+N ) ��	������� U1, U2, · · · , UM

� V1, V2, · · · , VN 
 
 � � � � � � � � �
���:

i
∂Uj

∂ξ
+

1
2
∂2Uj

∂s2

− gβ(1 + ρ)
Uj

1 +
M∑

j=1

|Uj|2 +
N∑

l=1

|Vl|2

− α

[
gρ−

M∑
j=1

|Uj |2 −
N∑

l=1

|Vl|2 + (g − 1)δ
]

1 +
M∑

j=1
|Uj|2 +

N∑
l=1

|Vl|2
Uj

=0, (j = 1, · · · ,M ), (22a)

i
∂Vl

∂ξ
+

1
2
∂2Vl

∂s2

− gβ(1 + ρ)
Vl

1 +
M∑

j=1

|Uj|2 +
N∑

l=1

|Vl|2

− α

[
gρ−

M∑
j=1

|Uj |2 −
N∑

l=1

|Vl|2 + (g − 1)δ
]

1 +
M∑

j=1
|Uj|2 +

N∑
l=1

|Vl|2
Vl

=0, (l = 1, · · · , N). (22b)

	 9 �����	���������������
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� � 
 � � � � (22) � � - � � � � � � �
� �, � 	 � � � � � Uj � Vl � � � Uj =
r1/2cjf(s) exp(iμξ) � Vl = ρ1/2dlq(s) exp(iωξ),
�� f(s) 	���������; r 	���
��������������������,

� r = IA(0)/(Id+Ib) = r0/(1+δ′), r0 = IA(0)/Id,

q(s) 	������������, ρ 	���
��������������������,

� ρ = IB∞/(Ib + Id) = ρ0/(1 + δ′), ρ0 = IB∞/Id,
M∑

j=1

c2j = 1,
N∑

l=1

d2
l = 1. � � � � �  f(s)

� q(s) �

������ f(0) = 1; f ′(0) = 0,

f(s→ ±∞) = 0, q(0) = 0, q(s → ±∞) = ±1, 	�
� s→ ±∞ � f(s) � q(s) ������. � Uj

� Vl ���		���� (22) 
���

d2f

ds2

=2
[
μ− α+

βg(1 + ρ) + α(gρ+ 1) + α(g − 1)δ
1 + ρq2 + rf2

]
f,

(23a)

d2q

ds2

=2
[
ω − α+

βg(1 + ρ) + α(gρ+ 1) + α(g − 1)δ
1 + ρq2 + rf2

]
q,

(23b)

������� (23) 

 f2 + q2 = 1 ��, 	�
��� (23) �	��

d2f

ds2

=2
{
μ− α+

βg + α[gρ+ 1 + (g − 1)δ]/(1 + ρ)
1 + θf2

}
f,

(24a)

d2q

ds2

=2
{
ω − α+

βg(1 + ρ) + α[gρ+ 1 + (g − 1)δ]
(1 + r) − (r − ρ)q2

}
q,

(24b)

�� θ = (r − ρ)/(1 + ρ). ��� (24a) ���
	 df/ds 
��� [0, s] �	 s ��, � f(s)
� s = 0 �������
( df

ds

)2

=2(μ− α)(f2 − 1)

+ 2
βg(1 + ρ) + α(gρ+ 1) + α(g − 1)δ

(1 + ρ)θ

× ln
(1 + θf2

1 + θ

)
. (25)

�� f(s) � s→ 0 ������, �	��

μ =α− βg(1 + ρ) + α(gρ+ 1) + α(g − 1)δ
(1 + ρ)

× ln(1 + θ). (26)

	�� (24b) ��� q(s) � s → ∞ �����
��

ω = α− βg − α[gρ+ 1 + (g − 1)δ]/(1 + ρ). (27)

� (27) 		� (24b) 	�

d2q

ds2
= − 2

βg(1 + ρ) + α(gρ+ 1) + α(g − 1)δ
(1 + ρ)

×
[
1 − 1

(1 + r) − (r − ρ)q2
]
q. (28)

��� (25) � (28) �	���� - �����
����. �� (25) 	�	��

s = ±
∫ f

1

{[
2
βg(1 + ρ) + α(1 + gρ) + α(g − 1)δ

θ(1 + ρ)

]

×
[
ln(1 + θf̃2) − f̃2 ln(1 + θ)

]}−1/2

df̃ ,

(29)

�
�� - �������

��
βg(1 + ρ) + α(gρ+ 1) + α(g − 1)δ

(1 + ρ)θ
> 0.

��� (29) 	�
� f(s), �� f2 + g2 = 1 �
�� q(s), 	� Uj = r1/2cfj (s) exp(iμξ) � Vl =
ρ1/2dlq(s) exp(iωξ) ��
����������
����-����������	������.

	 10 � - ������������
����

	��������� - ������, �

� LiNbO3 �� [15] ��			�, �������
� β = −178, α = 355, g = 0.5, r = 1.429(r0 = 10),
ρ = 1.421(ρ0 = 9.95), δ = 0.857(δ′ = 6), ��
� θ = 0.0029, ���������������
���������� - ������. 	 10 �
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������������� - ��������
���� (c21 = 0.5, c22 = 0.3, c23 = 0.2) �
���
� (d2

1 = 0.4, d2
2 = 0.3, d2

3 = 0.2, d2
4 = 0.1) ���

����. �����������������
�, ����������	����, ����
� z ���, �	 11 	�. �� - �������
�������������, 	�������
�� - �����	.

4 �����

��������� e ���������
������	���������, 	����
���������������������
������. ��������������
� e �����������
� 14 �����
������, ��

1. � 0 < g < 1, α �= 0, β �= 0 � δ �= 0 �, 

������� e �������	�����
��;

2. g = 1, α �= 0, β �= 0 � δ �= 0 �, 
�	�
���, � e �������	�������;

3. g = 1, α = 0, β �= 0 � δ �= 0, 
����
	����, � e �������	�����;

4. g = 1, α �= 0, β = 0 � δ �= 0, 
����
��� e ������������;

5. g = 0, α �= 0, β = 0 � δ �= 0, 
����
��� e �������������;

6. � 0 < g < 1, α = 0, β �= 0 � δ �= 0 �, 

���������� e �������	��
���;

7. � 0 < g < 1, α �= 0, β = 0 � δ �= 0 �, 

���������� e ����������
���;

8. � 0 < g < 1, α �= 0, β �= 0 � δ = 0 �, 

����������, 	 e �������	
�������;

9. g = 1, α �= 0, β �= 0 � δ = 0, 
����
�� [16,17] ��	����� e �������
	�������;

10. g = 1, α = 0, β �= 0 � δ = 0, 
���
�	����� e �������	�����;

11. g = 1, α �= 0, β = 0 � δ = 0, 
���
���, 	 e ������������;

12. g = 0, α �= 0, β = 0 � δ = 0, 
���
���, 	 e �������������;

13. � 0 < g < 1, α = 0, β �= 0 � δ = 0 �, 

���������, 	 e �������	��
���;

14. � 0 < g < 1, α �= 0, β = 0 � δ = 0 �, 

���������, 	 e ����������
���.

	 11 ������ - �����������
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����, ���������������
���, �����������	�����
�����������	. �����
���

��	������������������
�	����������������.
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Universal theory of incoherently coupled spatial
solitons families in photorefractive crystals∗
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Abstract

The incoherently coupled soliton families are predicted in photovoltaic photorefractive crystals illuminated by E-polarized inco-

herent uniform back-ground irradiation with a divider resistance under steady-state conditions. These soliton families can be established

provided that the incident optical beams share the same polarization and wavelength, and are mutually incoherent. When these inco-

herent coupled soliton families propagate together, all components can propagate stably in photorefractive crystal. Moreover, such

soliton families reduce into spatial soliton or incoherently coupled soliton pairs when they contain only one or two components. The 14

kinds of incoherently coupled spatial soliton families can be obtained from this theory by adjusting the value of the divider resistance,

E-polarized back-ground irradiation, the biased electric field and photovoltaic electric field. Previous theories advanced individually

elsewhere for these soliton families can be obtained by simplifying this theory under appropriate conditions.
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