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1 � �

�����������		� Rayleigh-

Taylor(RT) � � 	 	 [1]� � � � � � � � 	 	
� Richtmyer-Meshkov(RM) ��		 [2]. RT � RM

��		
�	���	� (ICF) ������
�, 
�� ICF ����	��, �
�����
�������� [3−10].

RT � RM ��		��	����, 	��
������. ������� (kη ∼ 1) 
���
�, ���������

 “
	”, � “���


” 
	�
��. � RT � RM ��		���
	��, �������	, ������

�
�, �������. ���	����, RT ��
		���	���	���	��	��� Ub

��, 	 RM ��		���	��, ����


������ [11−13]. � ICF �
�����,

RT � RM ��		��	���
���
��

��	��, ���
��� ICF �������
����
�, �	��	������	���
���������, � ICF �
�����, RT

� RM ��		���	���������	
����, 
 ICF ���������, RT � RM

��		���	����
��������
���.

RT � RM ����		���	���
�
�	�������	�����������
��. ���
��	�����������
� [6,14−18], �	���			��	�����
��
. ����������� (AT = 1) ��,

Layzer[19] 	�������
��������
�, �	������ RT ����
�����
��	. �� Layzer ��, Goncharov [11] � Sung-Ik

Sohn[13] ����� AT ��������. ��
������ RT, RM ��		, Abarzhi ����
��� (

) ��	���	����	���
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�� [20]. ���	���
���, Goncharov �
����������	� [21]. �� Goncharov

��� [11], Mikaelian � η0 = η(t = 0) 

	�,

������ AT ���������� η(t) �
������ [22]. �
, �� Layzer ���, ��
������ (AT = 1) ���, Stefano Atzeni[12]

�

�
����
��, 	�����	
�
�����, �	������ RT ����
�
������	.

2 ������ RT, RM �����
���

���


������
�	���, �
��
������
������� g. �� 1

��, y ��
	��
���. ����

�
����� φ �� Laplace ��

Δφ = ∂2
xφ + ∂2

yφ = 0. (1)

��, ����� y = η(x, t) ���������
������������

∂tη + vh
x∂xη = vh

y , (2)

[[vy − vx∂xη]] = 0, (3)[[
ρ

(
∂tφ +

1
2
v2 + gη

)]]
= f(t), (4)

��, [[Q]] = Qh − Ql, �
 h � l �������
�
�����, f(t) 
�
���������.

� 1 ��	����������, ��	�����	
�
�, � y = η(x, t) �	�����, λ 	���� (a) ���


�, y �����
�����
��, x �������
��	��	, 
��
�	

���

�������


���

��������
�	�

�; (b) �


�, �
������	�

�� 1 ��, ����
�	

��, ��
�

�������

���

����
����
��

�, η0(t) 	��
����

���������. ������: a = a0 + a′

�� a 	�����, a′ 	�����, a0 
��
���. �� a = g, g 	���������
�
�, a0 = −η̈0(t), � a′ = g + η̈0(t), 
��

��
� Bernoulli ��	[[

ρ

(
∂tφ +

1
2
v2 + (g + η̈0) η

)]]
= f(t). (5)

��

��, ����
� (x = y = 0) �

��� uy = 0, ������ y = η(x, t) ��,

(1), (2), (3), (5) �	����. ���
���

���

 (�) ������	

φh =a1 (t) [cos(kx) e−ky − 1] + a1 (t) ky, (6)

φl =b1 (t) [cos(kx) eky − 1] + b2(t)y, (7)

������������������� x =
±λ/2, 
 uh

x = 0, ul
x = 0�� x = y = 0, 
 uh

y = 0;


��	������

lim
y→∞ uh

y = ka1 (t) = −η̇0. (8)

��
������
����


η = η2(t)x2, (9)

�� η2(t) ���
	 R �� R = −1/(2η2).
��� (6), (7) 
����� (2), (3), (5), ��

�
���� x 	�������		
���
�� (8) ������ (9) ��

η̇2 = −1
2
k(k + 6η2)η̇0, (10)

η̈0
k2 − 4ATkη2 − 12ATη2

2

2 (k − 6η2)

+ η̇2
0k

2 (4AT − 3) k2 + 6 (3AT − 5) kη2 + 36ATη2
2

2 (k − 6η2)
2

+ ATgη2 = 0. (11)

� � � � � � � � Goncharov � � � [11] 
 �
��.

�� (10) ��
���. �
���	
	�
����	 η0(0) �

η2(t) = −k

6
+
[
k

6
− 1

2
k2η0(0)

]
e−3k[η0(t)−η0(0)],

(12)

� t → ∞ �, kη0(t) � 1, η̈0 → 0, ��� (12), (11)

��������

η2 → −k

6
, Ub →

√
2AT

1 + AT

g

3k
. (13)
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� AT = 1 �, Ub →√
g/3k � Stefano Atzeni ��

� [12] 
���. � v 	���

������
�, 
��� (12) �

d2η0

dt2
=

dv

dt
=

dv

dη2

dη2

dt
= 2v

dv

dη2

dη2

dt

1
2v

=
dv2

dη2

dη2

dt

1
2v

=
dv2

dη2

[
−3

2
k

(
η2 +

k

6

)]
,

���
��� (11) ��
dv2

dη2
−

4k
(−3k (k + 10η2) + 2AT

(
2k2 + 9kη2 + 18η2

2

))
(k − 6η2) (k + 6η2) (k2 − 4ATη2(k + 3η2))

v2

− 8gAT (k − 6η2) η2

k (k + 6η2) (k2 − 4ATη2(k + 3η2))
= 0. (14)

��� (14) ��������
�������
����

v =
[
G (η2(t)) − G (η2(0)) +

v2
0

Q(η2(0))

]1/2

× Q(η2(t))1/2, (15)

G (η2(t)) − G (η2(0))

=
∫ η2(t)

η2(0)

1

(−k + 6η2)
5/3

k

(
8η2 (k + 6η2)

− 5+3AT
3+AT

× B (η2(t))
2+ 4

3 AT
3+AT gAT eH(η2(t))

)
dη2,

Q (η2(t))

= (k + 6η2)
2

3+AT
+

2AT
3+AT B (η2(t))

− 5
3+AT

− 7
3×

AT
3+AT

× (−k + 6η2)
8/3 eJ(η2(t)),

B (η2(t))

= − k2 + 4ATη2k + 12ATη2
2 ,

H (η2(t))

= − 10
3

kATarctanh

(
AT (k + 6η2)√
ATk2 (3 + AT)

)
√

ATk2 (3 + AT)
,

J(η2(t))

=
10
3

kATarctanh

(
ATk + 6ATη2√
3ATk2 + k2A2

T

)
√

3ATk2 + k2A2
T

,

��, v0 	
���.

������� RM ��		, ��� (11) �

 g → 0, �������

URM =
3 + AT

3(1 + AT)
1
kt

. (16)

� 2 	��������� AT ������

� 2 
���	 g = 1, η0(0) = 0.001λ, ν0 = 0.001
√

gλ, �
� AT ���������
�, ��
� AT = 1 ���,

��
� AT = 0.6 ���, ��
� AT = 0.2 ��� (a)

k = π
1

λ
; (b) k = 8π

1

λ

� 3 
���	 g = 1, η0(0) = 0.001λ, ν0 = 0.001
√

gλ, �

�������������
�, ��
� k = 2π
1

λ
��

�, ��
� k = 4π
1

λ
���, ��
� AT = 8π

1

λ
���

(a) AT = 1;(b) AT = 0.1
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����, 
���	 g = 1, η0(0) = 0.001λ,

ν0 = 0.001
√

gλ, ��	�� (ν ∼ η0γ eγt, γ =√
ATkg [1]) ��� AT ����������.

� � � � � � � � � �
(

Ub →
√

2AT

1 + AT

g
3k

)
� � AT � � � � 	 � �. � � � � 
 � � �
� �, � � � � k � � (� � 3 � �), � � 	
� � � � � ν ∼ η0γ eγt, γ =

√
ATkg � � �

� k ��	��, 	���	��������

	 Ub →
√

2AT

1 + AT

g

3k
�� k ���	��.

3 ������ RT, RM �����
���

� Z ��
	��
���, ����
� Z

�	����
�
�, ����
�	

�
�. ���
���
���

 (�) ����
��	

φh =a (t) [J0(kr) e−kz − 1] + a (t) kz, (17)

φl =b1 (t) [J0(kr)ekz − 1] + b2(t)z, (18)

��, J0(x) 	�� Bessel ��. ��� (17), (18)


�����, 	���
�� x 	������
�		
�����������

η2(t) = −k

8
+
[
k

8
+ η2(0)

]
e−2k(η0(t)−η0(0)), (19)

η̈0

(
k2 − 4ATη2 (k + 8η2)

)
4 (k − 8η2)

+ η̇2
0

k2
[−4k (k + 12η2)+AT

(
5k2 + 32kη2+64η2

2

)]
8 (k − 8η2)

2

+ gATη2 = 0, (20)

���� (19), (20) � Goncharov �� [11] ����
����
�����. � t → ∞ �, kη0(t) � 1,

η̈0 → 0, ������������

η2 (t → ∞) → −k

8
,

U 3D
b (∞) =

√
2AT

1 + AT

g

k
. (21)

� v3D 	���

������������,


��� (19) �
d2η0

dt2
=

dv3D

dt
=

dv3D

dη2

dη2

dt

=
dv2

3D

dη2

[
−k

(
η2 +

k

8

)]
,

���
��� (20) �

dv2
3D

dη2
−

4k
(−4k (k + 12η2)+AT

(
5k2+32kη2+64η2

2

))
(k2 − 64η2

2) (k2 − 4ATη2 (k + 8η2))
v2
3D

− 32gAT(k − 8η2)η2

k (k + 8η2) (k2 − 4ATη2 (k + 8η2))
= 0. (22)

��� (22) ���������
������
�����

v3D =
[
G3D (η2(t)) − G3D (η2(0)) +

v2
3D−0

Q3D(η2(0))

]1/2

× Q3D(η2(t))1/2, (23)

G3D (η2(t)) − G3D (η2(0))

=
∫ η2(t)

η2(0)

1

(−k + 8η2)
3/2 k

[
32 (k + 8η2)

− 3
2− 1

2AT

× B3D(η2(t))
1
2+ 1

4 ATgATη2 eH3D(η2(t))
]
dη2,

Q3D (η2(t))

= (k + 8η2)
1
2+

AT
2 B3D(η2(t))−

3
2−

AT
4

× (−k + 8η2)
5/2 eJ3D(η2(t)),

B3D(η2(t))

= − k2 + 4ATη2k + 32ATη2
2 ,

H3D(η2(t))

=

(
−5 +

1
2
AT

)
kAT arctanh

(
AT (k + 16η2)√
ATk2 (8 + AT)

)
√

ATk2 (8 + AT)
,

J3D(η2(t))

=

(
5 − 1

2
AT

)
k arctanh

(
1
4

4ATk + 64ATη2√
8ATk2 + k2A2

T

)
AT√

8ATk2 + k2A2
T

,

��, v3D−0 	
���.

��� (20) �
 g → 0, ������ RM �
�		������

U 3D
RM =

2
1 + AT

1
kt

. (24)


 � 	 � � RT � � � � � � � � �

 (� 4(a)), ����������������
� [22,23] ��� RT ����������, 	�
��
�����, �������������
�����
. �� [23] �	�
�������
	��� RT ����
� —–h(t) = h0 cosh(Γt)
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� 4 (a) g = 1, η0(0) = 0.01λ, ν0 = 0.01
√

gλ, AT = 0.4,

k = 2π
1

λ
�, ������� RT ��������
, ��


������, ��
������; (b) g = 1, η0(0) = 0.1λ,

ν0 = 0.01
√

gλ, AT = 0.4, k = 2π 1
λ

�, �	�� RT ����
����
, ��
������, ��
������, ��

�� h(t) = h0 cosh(Γ t) �
�

(� �, h(t) 	 � � � �, h0 	 
 � � �, Γ =√
ATgk), � 4(b) �����	��, RT ����

����� [22], � h(t) = h0 cosh(Γt) �
���
�������
�����, ��������
������
���	���
. RT ��
	
�����
��� (η0 (0)) ��� (k) ��, ��
�
	�����
 (� 5) ����������
��������	��, 
	�
���, ��
������	��
		�	�, 
� (13), (21)

�
��������	
		
3
k

����	
4
k

.


�
����
�����, �	��� RT �
������	 ν ∼ η0γ eγt(γ =

√
ATkg), ��


�����, �	��������������
�
��
�� (� 6), ���	�������
����������
. �� RT ������

�	 Ub →
√

2AT

1 + AT

g

3k
, �� RT �������

	 U 3D
b (∞) =

√
2AT

1 + AT

g

k
, � 6 ���� RT ��

�������� RT ��������
√

3 �.

� 7 ��, 
���	 k = 2π, g = 1 ����, �
� RT ������������ AT �����

� 5 
���	 η0(0) = 1.0 × 104λ, k = 2π
1

λ
, RT ��
	

�����
, ��
������, ��
������

� 6 
���	 g = 1, η0(0) = 0.001λ, ν0 = 0.001
√

gλ,

�����������
����, ��
������,

��
������ (a) AT = 1, k = 2π
1

λ
; (b) AT = 0.1,

k =
π

6

1

λ

������
. RT ������������
� k 	��� (
���	 AT = 0.4, g = 1), 	�
�� RT ������ RT �����
 (� 8).

RM � � � � � � � � � � � � � 	 URM =
3 + AT

3(1 + AT)
1
kt

, �����	 U 3D
RM =

2
1 + AT

1
kt

,

��������� t �
�, �
������
���, ��� RM ���������� RM �
���������
 (� 9). 
� RT ����
����
 RM �������, ����
��
�
�.
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� 7 
���	 k = 2π
1

λ
, g = 1 ���������, RT �

���������� AT ����. ���������, �
���������

� 8 
���	 AT = 0.4, g = 1 ���������, RT �
����������������. ���������, �
���������

� 9 ��������, RM ���������. ���������, ���������� (a) 	 AT = 1,

k = 2π
1

λ
���; (b) 	 AT = 0.4, k = 2π

1

λ
���

4 � �

��� Layzer ���������� AT �
���, �����������������.

�	��� RT � RM ��		�������
�, 	�������������, RT ��
�
��������.
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Abstract

We generalize the Layzer’s bubble model to the cases of two-dimensional and three-dimensional analytical models of an arbitrary

interface Atwood number and obtain self-consistent equations. The generalized model provides a continuous bubble evolution from

the earlier exponential growth to the nonlinear regime. The asymptotic bubble velocities are obtained for the Rayleigh-Taylor(RT) and

Richtmyer-Meshkov(RM) instabilities. We also report on the two-dimensional and the three-dimensional analytical expressions for the

evolution of the RT bubble velocity.
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