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超冷钠原子弹性散射特性的精确计算*
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基于精确的原子之间相互作用势,系统研究了钠原子在超冷温度下的弹性散射特性,精确计算了钠原子间碰撞

时的 s波散射长度、有效力程、p波散射长度以及束缚态数目等散射参数. 超冷温度下单重态和三重态原子间的弹

性散射截面主要为 s波贡献,随着碰撞能量的增加散射截面有丰富的形状共振出现,计算发现单重态和三重态散射

截面分别存在显著的 f波和 i波形状共振. 应用简并内态近似方法获得了超精细态相互作用时的 s波散射长度,所

得结果与精确值比较符合.
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1 引 言

在过去的三十多年里,随着激光冷却和囚禁中

性原子技术的飞速进步, 冷原子物理学得到了极

大的发展, 已成为现代物理学最活跃的研究领域

之一.冷和超冷原子碰撞因在产生玻色 -爱因斯坦

凝聚 (Bose Einstein condensate, BEC)和简并费米气

体 (degenerate Fermi gas, DFG),以及形成同核和异

核超冷碱金属二聚物和双组分玻色 - 爱因斯坦凝

聚 (two Bose-Einstein condensates, TBEC)等冷原子

物理研究领域中起着较为关键的作用, 在理论和

实验上均引起了广泛的研究兴趣 [1,2]. 此外, 低温

原子碰撞本质上是一个量子现象,其本身就是一个

很有趣的研究课题 [3]. 一般情况下,冷碰撞指的是

碰撞能量 (E/kB)在 1 µK—1 mK区域,而超冷碰撞

为碰撞能量小于 1 µK 的区域. 超冷温度下, 碰撞

粒子能量不足以克服角动量的离心势垒,各向异性

的高阶分波散射全部消失,只剩下 s分波散射. 对

于 Na2 其 d 波势垒在原子间距为 75 a.u. 达到最

大势垒高度 E/kB ≈ 5.3 mK,也即当碰撞能量高于

这个温度时才会发生 d 波散射, 该温度远高于原

子在磁光阱 (magneto-optical trap, MOT) 中的温度
(∼500 µK). 对于 p 波最高势垒能量约为 1 mK, 尽
管该温度仍远高于产生玻色凝聚的临界温度,但原
子在磁光阱中和实施蒸发冷却时会有贡献. 所以对
于冷原子实验,仅考虑 s和 p波已经足够,超冷温度
下原子之间的弹性散射主要由 s波散射长度 (as)、
有效力程 (re )和 p波散射长度 (ap)来表征,更高角
动量的贡献可以忽略.例如, s波散射长度的正负决
定着玻色凝聚体的稳定性, 对于同种玻色原子, 如
果 as > 0表明形成的凝聚体是稳定的,反之 as < 0
容易造成凝聚粒子间相互吸引而产生三体复合,就
不可能形成稳定的凝聚体, 此时在捕获阱中仅有
限数目的原子处于凝聚状态 [4]. 对这些散射参数,
尤其是 s波散射长度,已进行了大量的实验研究和
理论计算 [1,5,6].
作为除 Li外具有最简单原子结构的碱金属原

子, 钠是较早实现原子玻色 - 爱因斯坦凝聚 [7] 和

超冷分子的元素 [8],所以对冷和超冷钠原子碰撞在
实验和理论上引起了重视 [9−13]. Côté和 Dalgarno[9]

等利用 Zemke和 Stwalley[10] 构建的势能曲线计算

获得钠原子的 s 波散射长度、有效力程等散射参
数,因为在超冷温度下原子间的碰撞特性极其敏感
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地依赖于原子之间的相互作用势,这些参数误差较
大. 随着实验上获取分子势能数据精度的提高, 文
献 [11,12] 进一步研究了超冷钠原子的散射特性.
近来, Knoop等 [13] 基于高精度的分子光谱实验构

建了更为精确的分子势能曲线,但仅给出了 s波散
射长度的值, 未进行系统的碰撞研究. 随着对超冷
同核碱金属系统研究的进一步深入,非常需要对冷
碰撞性质进行系统的研究.本文基于文献 [13]构建
的精确的单重态和三重态 Na2 分子势能曲线,系统
研究 Na 原子在冷和超冷温度下的弹性散射特性,
精确计算 s波散射长度、有效力程、p波散射长度
和束缚态数目等散射参数,以及冷和超冷温度下的
单重态和三重态弹性散射截面. 文献 [14]利用简并
內态近似 [15] 分别计算 K-Cs原子处在超精细态时
的 s波散射长度,得到了较好的结果.本文也利用简
并內态近似计算了 Na-Na处在实验上感兴趣的超
精细态的 s波散射长度.文中除非特别指出,均使用
原子单位.

2 冷原子弹性散射理论

在质心坐标系下,两个钠原子之间的碰撞满足
薛定谔方程[

d2

dR2 + k2 − l(l +1)
R2 −U (R)

]
ul (R) = 0, (1)

其中波数 k =
√

2µE/h̄2, µ 是约化质量, U (R) =
2µV (r)/h̄2,式中 V (R)为两个钠原子间的相互作用
势. 当 R → ∞,该方程的解近似为

ul(R)≃ Al [jl(kR)− tanδlnl(kR)], (2)

式中 Al 为归一化常数, jl (x) 和 nl (x) 分别是球
Bessel 函数和球 Neumann 函数; δl 是 l 分波的弹
性散射相移,可由下式求出 [16]

tanδl =
Kjl (kRa)− jl (kRb)

Knl (kRa)−nl (kRb)
, (3)

其中, Ra, Rb 为渐进区域相邻的两点; K =

Raul (Rb)/Rbul (Ra). 两个处于基态的自旋单重态
X1Σ+

g 和自旋三重态 a3Σ+
u 的原子间相互作用势分

别用 VS 和 VT 表示. 单重态和三重态弹性散射截面
可表示为

σS/T
el =

4π
k2

∞

∑
l=0

(2l +1)sin2 δ S/T
l , (4)

其中 δ S
l 和 δ T

l 分别表示单重态和三重态 l分波弹性
散射相移. 在低能极限下, s波散射相移 δs 和 p波

散射相移 δp 满足
[17]

al =

(
− lim

k→0

tanδl

k2l+1

)(1/3)l

, (5)

式中 l = 0和 l = 1分别对应于 s波散射长度 as 和

p波散射长度 ap. 有效力程可由下式计算 [18]

re =Cā

[
1−2

ā
a
+2

(
ā
a

)2
]
, (6)

其中,

C =
1
3

Γ
(

1
4

)2

Γ
(

3
4

)−2

≈ 2.9203

和对钠原子平均散射长度

ā = 2
3
4 (µC6)

1
4 Γ

(
3
4

)/
Γ
(

1
4

)
≈ 42.98 a.u.

Gribakin和 Flambaum[19]应用半经典量子理论

给出了 s波的半经典相位 Φ 与势所支持的束缚态
数目的关系

N =

[
Φ
π

− 5
8

]
+1, (7)

在半经典转折点 R0处V (R0) = 0,半经典相位Φ 从
半经典转折点 R0 到无穷远的积分计算求出

Φ =
∫ ∞

R0

√
−2µV (R)dR.

3 势能曲线

钠原子具有碱金属原子中除 Li原子之外的最
简单的电子结构, 对其原子间相互作用势的研究,
在实验和理论方面都做了大量工作 [9−13]. 在超冷
温度下, 碰撞能量非常低, 原子间散射特性极其敏
感地依赖于它们之间的相互作用势,因此计算散射
参数时需要非常精确的原子间相互作用势. 对于除
了 H, Li等核外电子结构较为简单的原子间相互作
用势的计算比较精确外,第一原理计算所得的作用
势能其精确度还不能用于冷原子碰撞的精确计算.
所以本文采用 Knoop 等 [13] 利用费希巴赫和光缔

合光谱技术精确获得的 Na2 分子单重态和三重态

的相互作用势能曲线.在两原子相互作用的中程区
(Ri 6 R 6 Ra), 原子间的相互作用势可展开为解析
函数的形式

V (R) =
i=n

∑
i=0

ai

( R−Rm

R+bRm

)i
, (8)

式中 ai, b, 和 Rm 为待定参数. 对于 R 6 Ri,
V (R) = A+B/Rn, R > Ra, V (R)LR = U∞ −C6/R6 −
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C8/R8−C10/R10 ±Eexch, 式中交换相互作用势

Eexch = AexRγ exp(−βR), 对于单重态取 “−” 号, 三

重态取 “+”号.所用的参数和常数均在文献 [14]中

给出,相应的 Na2 分子单重态和三重态的势能曲线

见图 1.

V
/
a
.u
.

R/a.u.

5 10 15

-0.024

-0.012

0

0.012

图 1 Na2 单重态和三重态势能曲线

4 计算结果与讨论

4.1 散射参数

因为原子质量对精确计算散射常数非常重

要 [20],本文计算时采用最新的原子质量推荐值 [21].

应用构建精确的钠原子间相互作用势和最新的原

子质量,通过 Numerov数值积分薛定谔方程至原子

间距离为 5000 a.u. 处,从而获得单重态和三重态相

互作用时的 s波以及 p波散射相移,结果见表 1. 从

表 1可以看出,随着波数加倍, s波相移也近似加倍,

但 p波相移则近似增加 8倍,这个结果与 (5)式预

测的一致. 考虑到步长误差以及截断误差, 通过应

用 Richardson外推和一阶长程修正 [22] 从而得到精

确的 s波和 p波散射长度.本文计算的 s波散射长

度的结果与文献 [13]完全一致,但与文献 [12]有些

差别. 由于应用了更精确的作用势, 所以本文的结

果更为精确. 在此基础上根据 (6)式易求得有效力

程的值,结果见表 2.

为了得到原子间相互作用势所支持的束缚态

数目, 首先需精确获得半经典相位的信息. 计算时

为了尽可能减小计算误差, 半经典相位 Φ 可表示
为两部分之和 Φ = Φ1 +Φ2. 从半经典转折点 R0

用变步长 Simpson积分积到截断点 Rc 所得半经典

相位为 Φ1; 对于 R > Rc, 分子势能可近似表示为

V (R) = −C6/R6, 半经典相位 Φ2 =
√

2µC6/(2R2
c).

单重态和三重态的半经典相位分别为 208.2868和
50.1469,从而可得支持束缚态数目分别为 66和 16
个,该结果与实验结果一致.

表 1 钠原子超冷碰撞时的 s波和 p波弹性散射相移 δs 和 δp

单重态 三重态

k×104 δs ×103 δp ×107 k×104 δs ×103 δp ×107

1.0 −1.881 6.118 1.0 −6.430 −1.611

2.0 −3.762 48.168 2.0 −12.86 −12.913

4.0 −7.533 380.298 4.0 −25.723 −103.775

8.0 −15.121 2924.303 8.0 −51.464 −838.947

16.0 −30.635 21577.924 16.0 −103.443 −6804.185

表 2 超冷温度下 Na-Na原子间弹性碰撞的散射参数

有效 p波散射 束缚态

s波散射长度
力程 长度 数目

单重态 18.81 19.20(30)[13] 861.95 −40.11 66

三重态 64.30 62.51(50)[13] 69.83 54.26 16

4.2 弹性散射截面

图 2 中实线表示的是通过数值求解得到的随
碰撞能量变化的单重态和三重态弹性散射总截面.
当原子间碰撞能量极低时,弹性散射截面仅有 s波
和 p波有贡献,此时弹性散射截面可表示为 [23]

σtot =
4πa2

s

(1−asrek2/2)2 +
12πa6

pk4

1+a6
pk6 . (9)

图 2中虚线表示仅有最低两个分波,也即 s和 p波,
对散射有贡献时的散射截面. 对于单重态和三重
态, 当碰撞能量分别低于 10 µK和 50 µK时, 主要
是 s波和 p波对散射截面有贡献,更高分波对散射
截面的贡献基本可以忽略.因为随着碰撞能量的增
加, s 和 p 波对截面的贡献将越来越小, 图中显示
不正确的趋势, 所以上式仅在极低碰撞能量下适
用. 另外, 从图中可以看出, 随着碰撞能量的增加,
高阶分波对散射截面的贡献变得越来越大,从而总
散射截面逐渐增加. 此时, 散射截面有许多尖锐的
峰出现,该峰是因为碰撞原子对暂时被离心势垒所
捕获而形成准束缚态的一种弹性散射共振,也即势
形共振. 势形共振在冷碰撞物理学中非常重要 [24],
因为即使对于最低的非零分波,碰撞能量一般也低
于其所产生的离心势垒的高度.计算发现单重态和
三重态分别发生 f波和 i波形状共振, 共振能分别
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位于 7.3 mK和 47.4 mK附近.

10-6

10-11

10-10

10-5 10-4 10-3 10-2 10-1

σ
to

ta
l/

c
m

2

σT

σS

E/K 

图 2 Na-Na自旋单重态和三重态 s+p波截面 (虚线)和总弹

性散射截面 (实线)

4.3 简并內态近似

在磁阱中进行的 BEC 实验, 原子一般被
捕获在某一特定的超精细态, 也即弱场搜寻
态. 对于处在基态的钠原子, 共有三个弱
场搜寻态

∣∣F = 1,m f =−1
⟩

,
∣∣F = 2,m f = 1

⟩
和∣∣F = 2,m f = 2

⟩
, 其中, F 是钠原子的总角量子数,

m f 是磁量子数. 因使用暗磁光阱技术可进一步提
高磁光阱内的原子数密度,但此后原子仅处在超精
细态 |1,−1⟩ 上. 该精细态是单重态和三重态能级
的混合,在简并內态近似下 [17],此时 s波散射长度
可由把超精细态投影到单重态和三重态来计算

a = asPs +atPt (10)

式中 Ps 和 Pt 分别为原子处在单重态和三重态的几

率,可通过计算重偶矩阵获得 [25]. 应用此近似, 我
们计算 Na-Na原子均处在 |1,−1⟩ 超精细态时的 s
波散射长度,此时 Ps = 3/16, Pt = 13/16, 计算得到
散射长度为 55.77a0,与密偶法计算所得的值 [13] 相

比误差约为 2.2%,表明相对于较为复杂而又高耗时
的密耦法,简并內态近似是一种计算散射长度非常
方便快捷的方法. 表 3给出了实验上感兴趣的 s波
散射长度. 从表中结果可以看出, 处在单重态的几
率小于三重态的几率,所以超精细态的 s波散射长
度比较接近于三重态散射长度的值.

表 3 Na-Na处在超精细态 |F,m f ⟩ 时 s波散射长度

|F,m f ⟩+ |F,m f ⟩ Ps Pt as 文献 [13]

|1,1⟩+ |1,1⟩ 3/16 13/16 55.77 54.54(20)

|1,1⟩+ |1,0⟩ 1/4 3/4 52.93 54.54(20)

|1,1⟩+ |1,−1⟩ 5/16 11/16 50.08 50.78(40)

|1,0⟩+ |1,0⟩ 1/4 3/4 52.93 52.66(40)

|1,0⟩+ |1,−1⟩ 1/4 3/4 52.93 54.54(20)

|1,−1⟩+ |1,−1⟩ 3/16 13/16 55.77 54.54(20)

5 结 论

本文基于精确的钠原子间单重态和三重态相

互作用势,系统研究了钠原子在超冷温度下的弹性
碰撞特性. 通过数值积分计算散射相移, 在考虑截
断误差和一阶长程修正的基础上,精确获得了超冷
Na-Na原子之间碰撞的 s波散射长度、有效力程、
p波散射长度以及束缚态数目等散射参数. 超冷温
度下 Na-Na 原子之间的弹性散射截面主要为 s 波
和 p波贡献,随着碰撞能量的增加截面有丰富的势
形共振出现, 单重态和三重态分别存在 f波和 i波
势形共振, 能量分别在 7.3 mK和 47.4 mK.利用简
并內态近似计算了 Na-Na处在实验上感兴趣的超
精细态的 s波散射长度.实验上非常关注的是外加
磁场时超冷原子气体产生 Feshbach共振的位置以
及共振宽度,我们下一步将开展相关的研究工作.
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Abstract

Based on the accurate singlet and triplet state interatomic potentials for Na2, a theoretical study of elastic scattering properties of

sodium atoms at ultracold temperatures is reported in this paper. The s-wave scattering length, effective range, the p-wave scattering

length and the number of bound states are calculated. The singlet and triplet elastic scattering cross section between sodium aotms

at ultracold temperatures are dominated by s-wave scattering, and shape resonances occur with collision energy increasing. There

exist pronounced f-wave and i-wave shape resonances for the singlet and triplet cross section. In addition, s-wave scattering length

is calculated by using the degenerate internet state approximation for selected hyperfine states of sodium atoms. The results are in

agreement with calculated values obtained by close-coupling method.
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