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Ta及 Nanbu库仑碰撞模型数值对比研究*
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( 2012年 5月 5日收到; 2012年 5月 15日收到修改稿 )

深入研究库仑碰撞,对两种库仑碰撞模型—-Ta模型与 Nanbu模型在理论上进行了对比分析,详细阐述了两种

模型中散射角大小的区别.在已有的采用 Ta模型的全三维粒子模拟/蒙特长罗 (PIC/MCC)算法基础上,采用 Nanbu

模型对电子间库仑碰撞计算模块重新进行了算法设计. 分别应用 Ta 模型、Nanbu 模型和无库仑碰撞的全三维

PIC/MCC算法对国外热门负氢离子源 JAEA 10 A中的电子能量沉积进行了模拟分析.模拟结果与实验结果的对比

分析发现: 1)库仑碰撞使电子能量分布更接近于麦克斯韦分布; 2)相对于传统的 Ta模型, Nanbu模型的散射角考虑

了多体碰撞的累加效果从而具有更高的期望值,按其模拟得到的电子温度具有更高的精度.这些为国内外学者设计

相关算法指明了方向.
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1 引 言

在国际热核聚变实验堆计划的推动下,世界各
国学者对负氢离子源展开了深入广泛的研究 [1−6].
但负氢离子源内部物理过程复杂, 理论研究困难,
仅靠实验研究会造成大量资源浪费. 近年来, 随着
计算机性能的快速提升,负氢离子源数值模拟对理
论和实验的有效指导作用得到了各国学者的重视
[7−10]. 目前,对负氢离子源的数值模拟主要采用粒
子模拟/蒙特长罗 (PIC/MCC) 算法, 其中带电粒子
之间的库仑碰撞,因其长程碰撞及多体碰撞的特性,
与一般的中性粒子间的短程二体碰撞存在较大差

别,是MCC处理的主要技术难点,一直没有得到完
美的解决. 目前国内外对负氢离子源中库仑碰撞的
计算机模拟 [7−10]主要采用 Takizuka等提出的小角
度二体碰撞近似模型 (即所谓的 Ta 模型)[11,12], 其
精确度与实验有一定偏差. 理论上虽可通过减小时
间步长来提高精度,但大幅减少时间步长将使模拟
时间变得不可接受.如何在不减小时间步长下提高
模拟精度,成了急需解决的问题.
综上,本文研究了 Nanbu等导出的小角度碰撞

累积模型 (即 Nanbu 模型)[12,13], 并与 Ta 模型进行
了对比分析;进行算法编制,深入研究了 Ta模型和
Nanbu模型对负氢离子源中电子能量沉积的影响,
并与实验结果进行了对比. 结果证明,相对于 Ta模
型, 采用 Nanbu模型将更有效地模拟库仑碰撞,其
结果具有更高的精度.

2 库仑碰撞模型

对于 Ta 模型以及 Nanbu 模型, 其碰撞前后的
速度变化可用 (1)式 [12]统一表示:

v′α = vα+
mαβ
mα

∆u,

v′β = vβ−
mαβ
mβ

∆u
(1)

式中, vα, vβ 分别为碰撞前的 α, β 粒子速度, v′α, v′β
分别为碰撞后的 α, β粒子速度, ∆u为

∆ux =(ux/u⊥)uz sinθ cosΦ

− (uy/u⊥)usinΘ sinΦ −ux (1− cosθ) ,

∆uy =(uy/u⊥)uz sinθ cosΦ

− (ux/u⊥)usinΘ sinΦ −uy (1− cosθ) ,
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∆uz =−u⊥ sinθ cosΦ −uz (1− cosθ) , (2)

其中, u= vα−vβ, u⊥ =
√

u2
x +u2

y , θ 为散射角, Φ 为
[0,2π]中的均匀随机数. Ta与 Nanbu模型的差别体
现在 θ 分布函数的不同.

2.1 Ta模型

对于 Ta 模型, 其散射角的正切 tan(θ/2) 满足

均值为 0,方差 var =

(
e2
αe

2
βnlnΛ

8πε2
0 m2
αβ

u3

)
∆t 的高斯随机

分布 [11,13],其中 eα和 eβ分别为 α和 β粒子的带电
量, n为 α和 β两种粒子中较小数密度, logΛ 为库
仑对数, mαβ = mαmβ/(mα+mβ), ∆t 为库仑碰撞时
间步长. 所以 θ 满足分布函数

F(θ) =
1+
(

tan
θ
2

)2

2
√

2πvar
e−

(tan θ
2 )

2

2var ,θ ∈ [−π,π].

为了方便与 Nanbu模型做比较,根据对称性,在 Ta
模型下将 θ ∈ [−π,π]转到 θ ∈ [0,π],分布函数则变
为

FTa(θ) =
1+
(

tan
θ
2

)2

√
2πvar

e−
(tan θ

2 )
2

2var , θ ∈ [0,π]. (3)

2.2 Nanbu模型

对于 Nanbu 模型 [12,13], 其散射角 θ 满足分布
函数:

FNanbu(θ) =
A

2sinhA
eAcosθ sinθ ,θ ∈ [0,π], (4)

式中, cothA−A−1 = e−s, s =
lnΛ

4πu3

( eαeβ
ε0mαβ

)2
n∆t =

2var.

2.3 Ta模型与 Nanbu模型的差别

粒子的带电量、质量、密度、库仑对数、相

对速度以及时间步长将决定 var 变量的取值,而变
量 s = 2var,从而可分别确定 Ta模型以及 Nanbu模
型的散射角分布函数. 现分别取 var为 1×10−2 及

1×10−4,对 Ta模型以及 Nanbu模型的散射角分布
函数 F 进行对比,如图 1所示.
从图 1可以发现, Ta模型中散射角 θ 取为 0的

可能性最大,而 Nanbu模型中散射角 θ 在略偏离 0
的地方取值可能性最大.令
dFNanbu(θ)

dθ
=

A
2sinhA

eAcosθ [A(cosθ)2 + cosθ −A]

等于 0,可求得 FNanbu(θ)取最大值时的 θ 取值 θm,

θm = arccos

√
4A2 +1−1

2A
, (5)

θm 与 A的关系如图 2所示.
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图 1 散射角分布函数 (a) var = 1×10−2; (b) var = 1×10−4
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由 (5)式及图 2可知, 当 A趋向于 0时, θm 趋

向于
π

2
.

一般情况下,负氢离子源中 s及 var很小, A很
大 (102 量级),此时有

θm =arccos

√
4A2 +1−1

2A

≈arccos
(

1− 1
2A

)
≈ 1√

A
. (6)

不管是 Ta模型还是 Nanbu模型,此时 θ 的取值都
集中在 0附近.

θTa期望 =
∫ π

0
θFTa(θ)dθ

=
∫ π

0
θ

1+
(

tan
θ
2

)2

√
2πvar

e−
(

tan θ
2

)2

2var dθ

≈
∫ π

0
2

√
2var
π

e−
θ2

8var d
θ 2

8var

≈
√

8var
π

, (7)

θNanbu期望 =
∫ π

0
θFNanbu(θ)dθ

=
∫ π

0
θ

A
2sinhA

eAcosθ sinθ dθ

≈
∫ π

0
θ e−

Aθ2
2 d

Aθ 2

2
≈
√
π

2A
. (8)

由 cothA−A−1 = e−s可知,当 A很大时, A ≈ 1/s,因
此

θNanbu期望 ≈
√
π

2A
≈
√

sπ
2

=
√

varπ. (9)

由 (7) 式和由 (9) 式比较可知, 相对于 Ta 模型,
Nanbu 模型的散射角 θ 的期望值更大. 这是因为
Ta模型中每个时间步长碰撞只计算单个小角度碰
撞,而 Nanbu模型中每个时间步长上每个带电粒子
受到的碰撞效果考虑了附近大量其他带电粒子对

其的碰撞叠加效果 [12]. Nanbu 模型的处理更接近
实际库仑碰撞中的多体同时碰撞效果,将拥有更高
的精确度.

2.4 库仑碰撞模型的适用条件

等离子体的准中性条件将使德拜长度外的带

电粒子库仑力被中和,因而 Ta模型与 Nanbu模型
在处理带电粒子的库仑碰撞时,都是在德拜长度内
随机选一个带电粒子与其碰撞 [13], 但这在代码设
计中较难实现,实际应用中通常直接在整个模拟空
间内随机选取. 为使在整个模拟空间内随机选取的

效果与在德拜长度内随机选取的效果一致,这要求
带电粒子的密度与速度在模拟区间内呈均匀分布.
实际的许多负氢离子源中, 虽然在外加磁场的作
用下, 其带电粒子在边界上并不均匀, 但在模拟区
间内部, 均匀性通常保持较好, 其速度在空间中也
近似均匀分布 (如本文将模拟的多峰离子源 JAEA
10 A),因而通常直接在整个模拟空间内随机选取带
电粒子. 再则, Ta模型与 Nanbu模型均是对时间进
行离散化处理来模拟实际的库仑碰撞,因而其时间
步长必须远远小于关键物理过程的特征时间 (如负
氢离子源中非弹性键碰撞的碰撞周期),且需大量宏
粒子数来实现统计效果.

3 库仑碰撞模型在负氢离子源中的应
用与比较

3.1 结构模型及参数设置

负氢离子源 JAEA 10 A 的结构及永磁体放置
如图 3 所示, 模拟区域为 −0.12 m < X < 0.12 m,
−0.24 m < Y < 0.24 m, 0 < Z < 0.2 m, 每隔 10−8 s
从 (0, 0, 0.10 m)处发射 100个宏粒子,电子初始能
量为 60 eV.模拟中 PIC时间步长设为 10−10 s,电子
与中性粒子间碰撞以及电子之间库仑碰撞的时间

步长都设为 10−8 s. H2 分子温度设为 300 K, H+
2 数

密度为 1.0×1017 m−3, H+
3 数密度为 5.0×1017 m−3,

H原子与 H2 分子粒子数之比为 10 : 1 [9],电子与上
述各粒子之间的反应类型详见文献 [9].
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图 3 JAEA 10 A负氢离子源模型
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3.2 电子温度的计算方法

对于麦克斯韦分布,关于标量速度 v的分布函

数 g(v) [14]为

g(v) = 4πv2
( m

2πKT

)3/2
e−

mv2
2KT . (10)

设关于粒子动能 E (即 mv2/2) 的分布函数为

EEDF(E),则∫ +∞

0
EEDF(E)dE =

∫ +∞

0
g(v)dv

=
∫ +∞

0
4πv2

( m
2πKT

)3/2
e−

mv2
2KT dv

=
∫ +∞

0
4π

2E
m

( m
2πKT

)3/2
e−

E
KT d

√
2E
m

=

∫ +∞

0

2
KT

√
E
πKT

e−
E

KT dE, (11)

因此,

EEDF(E) =
2

KT

√
E
πKT

e−
E

KT , (12)

lg
[

EEDF(E)√
E

]
=− 1

KT ln10
E + lg

(
2

KT

√
1
πKT

)
.

(13)

由 (13)式可知,麦克斯韦分布时 E ∼ lg
[

EEDF(E)√
E

]
图为一条直线,直线斜率的绝对值倒数与 ln10的比
值为粒子温度 KT .

3.3 模拟结果

图 4为 JAEA 10 A中采用 Nanbu模型下得到
的电子空间分布, 采用 Ta 模型或不考虑库仑碰撞
得到的电子空间分布与图 4基本一致.从图 4中可
以看出, 虽然在外加磁场的作用下, 电子空间分布
在边界上呈现一定的不均匀性,但在模拟空间内部,
其均匀性保持较好;从图 5 (Nanbu模型下得到的结
果)与图 6可知, 虽然在 y方向高能电子存在一定

的非均匀性,但整体上电子能量在模拟空间中近似
呈均匀分布. 因而在库仑碰撞模块中, 直接在整个
模拟空间随机选取电子可以对实际库仑碰撞效果

进行正确模拟.
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图 4 电子空间分布 (a) X-Z平面; (b) X-Y 平面
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图 6 电子相空间分布 (a)无库仑碰撞; (b) Ta模型库仑碰撞;
(c) Nanbu模型库仑碰撞

图 6为电子能量沉积的相空间图. 由于不同反

应拥有不同的阈值, 若不考虑库仑碰撞, 电子能量

在靠近 60 eV时呈现离散分布,如图 6(a)所示. 库

仑碰撞则会使电子能量分布相对连续,如图 6(b)及

6(c)所示; 相对于 Ta模型, Nanbu模型因考虑了多

体碰撞的累积效果, 其碰撞效果更加明显, 电子能

  

E/eV

E
E
D
F
/
E
0
.5
/
e
V
-
1
.5

 

  

E/eV

 

  

E/eV

 

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

E
E
D
F
/
E
0
.5
/
e
V
-
1
.5

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

E
E
D
F
/
E
0
.5
/
e
V
-
1
.5

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

T1/.

T2/.

T1/.

T2/.

T1/.

T2/.

(a)

(b)

(c)

图 7 电子能量分布 (a)无库仑碰撞; (b) Ta模型库
仑碰撞; (c) Nanbu模型库仑碰撞

量分布连续性更好.

图 7 为负氢离子源中的电子能量分布
EEDF(E)√

E
随电子能量变化分布图, 图 7(a), (b), (c)

分别对应无库仑碰撞、Ta 模型库仑碰撞及 Nanbu

模型库仑碰撞. 从图 7 可知, 这三种情况的电子能

量分布都可近似看作两条准麦克斯韦分布的直线

叠加而成, 可通过直线斜率计算温度. 无库仑碰撞
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时,电子温度分别为 2.27 eV与 12.13 eV,但直线波
动较大,且在电子能量 45—60 eV区间基本呈离散
分布; Ta模型库仑碰撞时,电子温度分别为 2.36 eV
与 14.62 eV; Nanbu模型时,电子温度分别为 2.75 eV
与 20.00 eV. 通过对图 7(a), (b), (c) 结果分析可知,
不考虑库仑碰撞时, 电子温度也呈双稳态, 但库仑
碰撞可使电子能量更接近于麦克斯韦分布 (即相对
图 7(a)而言, 7(b)和 7(c)两图中曲线更平滑). 由文
献 [7]可知,实验测得的电子温度分别为 4与 20 eV,
因而, 相对于不考虑库仑碰撞或采用 Ta 模型库仑
碰撞,采用 Nanbu模型库仑碰撞得到的模拟结果更
接近实验, 即模拟所得电子温度精度更高, 这也与
前面理论分析相呼应.

JAEA 10 A 中非弹性碰撞的碰撞周期在
10−6—10−7 s 量级, 因而虽然 Nanbu 模型具有更
高的精度, 为有效模拟物理过程, 但其时间步长
1.0× 10−8 s不宜继续放大;而考虑到计算效率,时
间步长 1.0×10−8 s也不宜继续缩小,否则模拟时间
无法接受.

4 结 论

本文对库仑碰撞的 Ta模型以及 Nanbu模型进

行了深入研究对比, 对 Ta模型及 Nanbu模型的散

射角期望值、最大可能散射角进行了计算,结果显

示 Nanbu具有更大的散射角期望值,其最大可能散

射角也更大. 分别采用无库仑碰撞、Ta 模型以及

Nanbu 模型库仑碰撞对 JAEA 10A 中电子能量沉

积进行模拟计算并与实验结果对比, 结果显示: 1)

库仑碰撞使电子能量分布更接近于麦克斯韦分布;

2) 相对于传统的 Ta 模型, Nanbu 模型的散射角考

虑了多体碰撞的累加效果从而具有更高的期望值,

按其模拟得到的电子温度具有更高的精度.本文研

究了库仑碰撞对电子能量沉积的影响,验证了在负

氢离子源中采用 Nanbu模型处理库仑碰撞可以获

得更高的精度,为国内外相关学者的粒子模拟算法

研制指明了方向,从而可更好地为负氢离子源的理

论与实验研究提供帮助.
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Abstract
Two models (Ta and Nanbu) of Coulomb collisions are compared theoretically, and the difference in scatter angle between Ta

model and Nanbu model is analyzed particularly. The model of Coulomb collisions between electrons in the code which is developed

already with Ta model is rebuilded with Nanbu model. Then, the codes with Ta model and Nanbu model are used for simulating
electron energy distribution in JAEA 10 A respectively. The results of simulation are compared with the experimental results, showing
that the electron energy distribution is closer to Maxwell distribution with Coulomb collisions and the Nanbu model is more accurate

than the Ta model.
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