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一维 Tonks-Girardeau原子气区域中 Gross-Pitaevskii

方程简化模型的精确行波解*

徐园芬†

(浙江万里学院基础学院,宁波 315101 )

( 2012年8月5日收到; 2012年12月24日收到修改稿 )

利用动力系统方法研究一维 Tonks-Girardeau原子气区域中 Gross-Pitaevskii (GP)方程简化模型的一些精确行

波解以及这些精确行波解的动力学行为,研究系统的参数对行波解的动力学行为的影响.在不同的参数条件下,获

得了一维 Tonks-Girardeau原子气区域中 GP方程简化模型的六个行波解的精确参数表达式.
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1 引 言

对于一维 Tonks-Girardeau原子气区域 [1−4],很

多学者 [5−12] 已广泛研究了多年. 在平均场理论框

架下,用于描述一维 Tonks-Girardeau原子气区域中

的 Gross-Pitaevskii (GP) 方程已被 Liu 等 [13−16] 进

行了研究, Jackson等 [17−19] 和 Khawaja等 [20,21] 发

现 GP 方程分别具有暗孤子解和亮孤子解; 刘红

等 [22] 利用文献 [23] 中的球对称变换, 将 GP 方程

转换成一个含五次方的一维非线性薛定谔方程,通

过解析的方法, 对这种相互作用势下的一维高阶

非线性薛定谔方程进行求解, 得到了一维 Tonks-

Girardeau原子气区域中的一个亮孤子解.

求解含五次方的一维非线性薛定谔方程是

人们一直感兴趣的问题, 由于描述一维 Tonks-

Girardeau 原子气区域中 GP 方程简化模型所对

应的行波系统的动力学行为至今尚未研究.本文利

用平面动力系统方法研究此行波系统的动力学分

支 [24−26], 在不同的参数条件下, 获得一维 Tonks-

Girardeau 原子气区域中 GP 方程简化模型的六个

行波解的精确参数表达式.

2 物理模型和行波方程

在平均场理论框架下, 描述一维 Tonks-

Girardeau原子气区域中的著名的 GP方程

ia
∂
∂ t

Φ(r, t)

=
[
− a2∇2

2m
+Vext(r)+g′

∣∣Φ2(r, t)
∣∣]Φ(r, t), (1)

刘红等 [22] 利用文献 [23]中的球对称变换,将其转

换成一个含高阶项的一维非线性薛定谔方程

iut +uxx −a |u|4 u = 0, (2)

其中 u(x, t)为波的复振幅, a为耦合常数,并获得了

方程 (2)的一个亮孤子解.

本文研究方程 (2)的行波解,做变换

u(x, t) = ϕ(ξ )e iη , ξ = x− ct, η = mx+nt, (3)

将 (3)式代入方程 (2),化简得如下的行波方程

ϕ ′′(ξ ) =
(

n+
c2

4

)
ϕ(ξ )+aϕ 5(ξ ), (4)

记 −
(

n+
c2

4

)
= b,则 (4)式变为

ϕ ′′(ξ ) = aϕ 5(ξ )−bϕ(ξ ), (5)
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行波方程 (5)等价于如下的系统
dϕ
dξ

= y,
dy
dξ

= aϕ 5 −bϕ , (6)

并有以下的首次积分

H(ϕ ,y) =
y2

2
− a

6
ϕ 6 +

b
2

ϕ 2 = h. (7)

下面的目标是首先通过定性分析, 得到系统
(6)随参数改变的相图,然后得到方程 (2)的行波解
的精确参数表达式.

3 系统 (6)的所有相图

显然原点 (0, 0)是系统 (6)的平衡点,并当且仅
当 ab > 0时,系统 (6)有两个平衡点 ϕ1,2 =± 4√b/a,
设 E(ϕe ,0)为系统 (6)的任一平衡点, M(ϕe ,0)是
系统 (6) 的线性化系统在该平衡点处的系数矩阵,
有

detM(0,0) = b,

detM(ϕ1,2,0) =−4b,

记

h0 = H(0,0) = 0,

h1,2 = H(ϕ1,2,0) =
b
3

√
b
a
,

通过定性分析可知,随参数 a, b的改变,系统 (6)有
如图 1所示的相图.

4 系统 (6)周期波解、孤立波解、扭波
解的参数表示

在这部分给出在不同的参数条件下, 系统 (6)

的由 H(ϕ ,y) = h定义的轨道的参数表示.

从 (7)式得到

y2 =
a
3

ϕ 6 −bϕ 2 +2h, (8)

利用变换 ψ = ϕ 2, 从 (6) 式的第 1 个方程和 dϕ =
1

2ϕ
dψ 得到

∫ dϕ
y

=
∫ dψ

2
√ψ

√
a
3

ψ3 −bψ +2h
= ξ ,

即 ∫ dψ

2
√

a
3

ψ4 −bψ2 +2hψ
= ξ . (9)

4.1 a> 0, b > 0情形 (见图 1(a))

当 h ∈ (h0,h1) 即 h ∈
(

0,
b
3

√
b
a

)
时, 由

H(ϕ ,y) = h 定义的水平曲线有一族周期轨道, (9)

式可以写成

图 1 系统 (6)的相图 (a) a > 0, b > 0; (b) a < 0, b > 0; (c) a > 0, b < 0; (d) a < 0, b < 0; (e) a > 0, b = 0; (f) a < 0, b = 0
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2
√

a
3

√
(r1 −ψ)(r2 −ψ)ψ(ψ − r3)

= ξ ,

从而得

ψ(ξ ) =
r2r3sn2(ωξ ,k)

r2sn2(ωξ ,k)− (r2 − r3)
,

其中

k2 =
r2(r1 − r3)

r1(r2 − r3)
, ω =

√
ar1(r2 − r3)

3
.

在图 1(a)中,对应于相平面中的一族周期轨道,
系统 (6)有如下形式的一族周期波解:

ϕ(ξ ) =
√

ψ(ξ )

=

(
r2r3sn2(ωξ ,k)

r2sn2(ωξ ,k)− (r2 − r3)

) 1
2
. (10)

当 h = h1 =
b
3

√
b
a
时,由 H(ϕ ,y) = h定义的水平曲

线是连接两鞍点 (ϕ1,0)和 (ϕ2,0)的两条异宿轨道,
在图 1(a)中,对应于相平面中上面的一条异宿轨道,
系统 (6)有如下形式的扭波解

ϕ(ξ ) =

2

√
b
a

tanh2
(b

a

√
3aξ

)
3− tanh2

(b
a

√
3aξ

)


1
2

. (11)

4.2 a< 0, b > 0情形 (见图 1(b))

当 h ∈ (0,+∞)时,由 H(ϕ ,y) = h定义的水平曲

线是一族周期轨道, (9)式可以写成∫ dψ

2

√
|a|
3

√
(r1 −ψ)ψ[(ψ −b1)2 +a2

1]

= ξ .

系统 (6)有如下形式的一族周期波解:

ϕ(ξ ) =
(

r1B− r1Bcn(ωξ ,k)
A+B+(A−B)cn(ωξ ,k)

) 1
2

, (12)

其中 A2 = (r1 − b1)
2 + a2

1, B2 = b2
1 + a2

1, k2 =

r2
1 − (A−B)2

4AB
, ω = 2

√
|a|AB

3
.

4.3 a< 0, b < 0情形 (见图 1(d))

当 h ∈ (−∞,0)时,由 H(ϕ ,y) = h定义的水平曲

线是两族周期轨道, 在图 1(d)中, 对应于右相平面
中的一族周期轨道, (9)式可以写成∫ dψ

2

√
|a|
3

√
(r1 −ψ)(ψ − r2)ψ(ψ − r3)

= ξ .

系统 (6)有如下形式的一族周期波解

ϕ(ξ ) =
( r1r2

r1 − (r1 − r2)sn2(ωξ ,k)

) 1
2
, (13)

其中 k2 =
r3(r2 − r1)

r1(r2 − r3)
, ω =

√
|a|r1(r2 − r3)

3
.

当 h = 0时,由 H(ϕ ,y) = 0定义的水平曲线是

两条同宿轨道, 在图 1(d)中, 对应于右相平面中的

一条同宿轨道,系统 (6)有如下形式的孤立波解:

ϕ(ξ ) =


√

3b
a

sech2
(b

a

√
3 |a|ξ

)
2− sech2

(b
a

√
3 |a|ξ

)


1
2

, (14)

当 h ∈ (0,+∞)时,由 H(ϕ ,y) = h定义的水平曲线是

一族周期轨道, 系统 (6)一族周期波解的表达式同

(12).

4.4 a< 0, b= 0情形 (见图 1(f))

当 h ∈ (0,+∞)时,由 H(ϕ ,y) = h定义的水平曲

线是一族周期轨道, 系统 (6)有如下形式的一族周

期波解

ϕ(ξ ) =


3
√

6h
a
(cn(ωξ ,k)−1)

√
3+1+(

√
3−1)cn(ωξ ,k)


1
2

, (15)

其中, k2 =
2−

√
3

4
, ω = 2 ·

3
√

6h
a

√√
3 |a|
3

.

5 结 论

综上所述, 本文应用平面动力系统方法, 研究

了其他文献至今尚未研究的一维 Tonks-Girardeau

原子气区域中 GP 方程简化模型所对应的行波系

统的动力学行为,通过定性分析,得到系统 (6)随参

数改变的相图, 在不同的参数条件下, 得到了系统

(6)的六个解的精确参数表达 (10)—(15)式,根据文

中第二部分, 把 (10)—(15) 式中的 ϕ(ξ ) 分别代入
u(x, t) = ϕ(ξ )e iη 中,其中 ξ = x−ct, η = mx+nt,可

获得一维 Tonks-Girardeau 原子气区域中 GP 方程

简化模型的六个精确行波解,获得的这六个精确行

波解对从实验上观测超冷原子气体的波动现象具

有指导作用.
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Exact traveling wave solutions for simplified model of
Gross-Pitaevskii equation in the 1D-Tonks-Girardeau
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Abstract
By using a dynamical system method, in this paper studied are some exact traveling wave solutions and dynamic behaviors of

these traveling wave solutions for simplified model of Gross-Pitaevskii (GP) equation in the 1D-Tonks-Girardeau gas. The effects of
the behaviors on the parameters of the systems are also studied. Under different parametric conditions, six exact explicit parametric
representations of the traveling wave solutions for simplified model of GP equation in the 1D-Tonks-Girardeau gas are given.

Keywords: dynamical systems method, solitary wave solution, periodic wave solution, kink wave solution
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