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三维时变等离子体目标的电磁散射特性研究*
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基于电流密度拉普拉斯变换方法改进的时域有限差分 (LTJEC-FDTD)算法,研究时变等离子体目标的电磁散射

特性. 由 Maxwell方程和等离子体本构方程出发,利用拉普拉斯变换和拉普拉斯逆变换,推导出计算三维时变问题

的时域有限差分 (FDTD)算法的迭代式. 采用模式匹配方法验证了 FDTD迭代式的正确性,并通过计算等离子体球

的雷达散射截面 (RCS)验证了算法相关边界的正确性. 最后用 LTJEC-FDTD算法分析了涂覆时变等离子体的战斧

式巡航导弹的 RCS.
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1 引 言

等离子体作为物质的第四态具有很多独特的

性质,它在电磁隐身、微波通信和射频电路中都有

广泛的应用. 在实际应用中, 等离子体的频率会随

着时间和空间发生变化. 例如,飞行体突防时所用

的等离子体涂层往往是时 (突)变、非均匀、色散

且非线性的介质. 此外, 空间飞行体在进入大气层

时因高速摩擦而产生的等离子体、火箭的喷焰 (羽

流)等都可以强烈干扰甚至中断飞行体与地面监控

站 (雷达)的联系,这就威胁到飞行员的生命安全和

国家财产. 因此,无论在民用方面还是军事方面,对

等离子体的研究都具有重要的价值.

对于时变等离子体的电磁特性分析 [1−4],实验

上已经发现了许多电磁现象,然而在理论层面还没

得到很完美的解释. 事实上, 在理论上给时变等离

子体做出一个全面精确的解析分析是很困难的. 为

了突破这一难点,许多学者借用数值方法来分析时

变等离子体的电磁性质.

本文基于时域有限差分 (FDTD)方法能较好解

决复杂介质电磁散射的优点,从数值计算的角度提

出了适用于三维时变问题的 FDTD方法. 该方法结

合了文献 [5, 6]的思想,提出了基于电流密度拉普

拉斯变换方法的改进算法 (LTJEC-FDTD), 并通过

模匹配方法验证了该算法的正确性. 最后用该方法

计算并分析了时变等离子体目标的电磁散射特性.

2 三维时变等离子体的 FDTD算法推
导

Maxwell和等离子体本构方程基本关系如下:

∇×E = −µ0
∂H
∂ t

, (1)

∇×H = ε0
∂E
∂ t

+J , (2)

dJ
dt

+νJ = ε0ω2
p (t)∗E+ωb ×J , (3)

其中, ν 为等离子体碰撞频率; ωp(t)是时变等离子

体频率; ωb = eB0/me 为电子回旋频率, B0 为外部

静态磁场.
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图 1 Yee元胞中的电场、磁场和电流密度的空间分布

在直角坐标下, 设外磁场为任意方向, ωb =

ωbxex +ωbyey +ωbzez,则 (3)式可以化为矩阵形式



dJx

dt
dJy

dt
dJz

dt

= ε0ω2
p (t)∗


Ex

Ey

Ez

+Ω


Jx

Jy

Jz

 , (4)

其中

Ω =


−ν −ωbz ωby

ωbz −ν −ωbx

−ωby ωbx −ν

 . (5)

由 (4)式可知,电流密度 J 的三个分量相互耦

合,这在计算的时候是非常复杂的. 此外,如果 J 在

边界上,那么涉及它的计算还会用到一些边界外的

值, 而这对求解来说也是困难的. 因此, 我们采用

将 J 的三个分量分布在空间的同一个点上,如图 1

所示.

对于电流密度矢量 J 的迭代计算,电场 E 和

时变等离子体频率是随时间变化的函数. 为了分析

方便,令 ω2
p (t)∗E(t) =M(t). 对 (3)式进行拉普拉

斯变换,由于时域和 s域有变换对
dJ
dt

⇔ sJ(s)−J0,

ε0ω2
p (t) ∗E(t) = ε0M(t) ⇔ ε0M(s), ΩJ ⇔ ΩJ(s),

则 (4)式可以写成

J(s) = (sI−Ω)−1J0 + ε0(sI−Ω)−1M (s) . (6)

上式中 I 是单位矩阵. 为了分析的方便,令

A−1 =(sI−Ω)−1 =
1
|A|A

∗

=
1

(s+ v)3 +(s+ v)ω2
b


(s+ v)2 +ω2

bx ωbxωby − (s+ v)ωbz ωbxωbz +(s+ v)ωby

ωbxωby +(s+ v)ωbz (s+ v)2 +ω2
by ωbyωbz − (s+ v)ωbx

ωbxωbz − (s+ v)ωby ωbyωbz +(s+ v)ωbx (s+ v)2 +ω2
bz

 . (7)

对 (6)式进行逆拉普拉斯变换得

J(t) =A(t)J0 + ε0A(t)∗M(t). (8)

令

C(t) =A(t)∗M(t), (9)

即在离散时域

C (∆t) =
∫ n∆t

(n−1)∆t
A(n∆t − τ)M(τ)dτ

=
∫ n∆t

(n−1)∆t
A(n∆t − τ)ω2

p (τ)∗E(τ)dτ,

很短的 ∆t 时间内, 可以将等离子体频率近似看成

常量,则

C (∆t) = ω2
p

∣∣∣n ∫ (n)∆t

(n−1)∆t
A(n∆t − τ)E(τ)dτ.

令

K (∆t) =
∫ (n)∆t

(n−1)∆t
A(n∆t − τ)E(τ)dτ, (10)

对 (10)式采取 JEC方式 [5]进行处理由此可得

K (∆t) = ∆t ·A
(

1
2

∆t
)
E

[(
n− 1

2

)
∆t
]
, (11)

所以, (4) 式向前移半个时间步的 FDTD 差分迭代

式可表示为
Jx|n+(1/2)

i, j,k

Jy
∣∣n+(1/2)
i, j,k

Jz|n+(1/2)
i, j,k

=A(∆t)


Jx|n−(1/2)

i, j,k

Jy
∣∣n−(1/2)
i, j,k

Jz|n−(1/2)
i, j,k

+ ε0ω2
p
∣∣nK ′(∆t)
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4


Ex|ni+(1/2), j,k + Ex|ni+(1/2), j,k−1 + Ex|ni+(1/2), j−1,k + Ex|ni+(1/2), j−1,k−1

Ey
∣∣n
i, j+(1/2),k + Ey

∣∣n
i, j+(1/2),k−1 +Ey

∣∣∣n
i−1, j+(1/2),k

+ Ey
∣∣n
i−1, j+(1/2),k−1

Ez|ni, j,k+(1/2)+ Ez|ni−1, j,k+(1/2)+Ez

∣∣∣n
i, j−1,k+(1/2)

+ Ez|ni−1, j−1,k+(1/2)

 , (12)

其中

K ′ (∆t) = ∆t ·A
(

1
2

∆t
)
. (13)

因此, 可利用 (12)式和 Maxwell方程组, 推导出计

算时变等离子体的 FDTD迭代式.

3 算法验证与分析

3.1 数值验证

在金属矩形谐振腔中, 采用模式匹配方法, 得

到谐振腔中瞬变等离子体后的模式匹配方程 [7]为[
∂ 2

t +ω2
l (t)

]
al =− ∑

l ̸=l′
Cll′(t)al′ , (14)

其中, Cll′(t) =
∫

V
ω2

p (t)El(r) ·El′(r)dr 为模式匹配

系数, l = (m,n, p) 为矩形腔的电磁场模式; al(t)

表达了各模式电场随时间的变化情况; ω2
l (t) =

k2
l c2 +Cll(t) = ω2 +Cll(t), 其中 ωl 为时变频率, kl

为模波数, ω 为谐振腔的谐振频率, c为波速.

由于时变等离子体频率只是时间的函数,则

Cll′(t) = ω2
p (t)

∫
V
El(r) ·El′(r)dr,

在矩形谐振腔中有∫
V
El(r) ·El′(r)dr = δll′ ,

因此

Cll′(t) = ω2
p (t)δll′ ,

代入模式匹配方程 (14),则方程 (14)可写为[
∂ 2

t +ω2
l (t)

]
al = 0. (15)

为了方便验证, 当矩形谐振腔中只存在主模 TE101

模时,模式匹配方程 (15)式就可写为

∂ 2a(101)

∂ t2 +
[
ω2
(101)+C(101)(101)(t)

]
·a(101) = 0, (16)

(16) 式中 a(101) 为电场值, 可以用本文提出的

LTJEC-FDTD算法计算出来, 并对 a(101)(t)求二阶

差分

a′′(101)(n) =
1

∆t2

[
a(101)(n+1)−2a(101)(n)

−a(101)(n−1)
]
, (17)

令

A = a′′(101)(n),

B =−
[
ω2
(101)+C(101)(101)(t)

]
·a(101),

对比结果如图 2所示.
从图 2 可以看出, A 和 B 符合得很好, 即表

明 (16) 式是成立的, 也表明了本文提出的 LTJEC-

FDTD算法能满足模式匹配方程,证明该算法是正

确的. 在此基础上, 可以用该方法分析比较复杂的

物理问题.

图 2 数值解与解析解的对比
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3.2 算例验证

计算仿真了非磁化等离子球的雷达散射截面

(RCS). 等子离体球半径 r = 3.75 mm, 等离子体回

旋频率 ωb = 0,等离子体碰撞频率 ν = 20 GHz,等

离子体角频率 ωp = 2π×28.7×109 rad/s. 高斯脉冲

入射,沿 Z轴入射, τ = 60∆t. 结果如图 3所示,图中

圆圈表示由Mie级数所得的准确结果,三角形表示

文献 [8, 9]中的 RC-FDTD方法计算结果,实线表示

本文算法得出的计算结果.由图可以看出三者符合

得比较好,从而验证了算法相关边界的正确性.

图 3 非磁化等离子体球的后向同极化 RCS

4 时变等离子体目标的散射特性分析

时变等离子体是指等离子体频率随时间变化

而变化,其变化包括瞬变、缓变、复杂变化等.

瞬变等离子体是指等离子体频率在时间域上

从无到有瞬间产生的一种时变情况,它的函数形式

可以表示如下:

ωp(t) =

0 t < t0

ωp max t > t0
, (18)

其中, ωp max 为等离子体频率的最大值,如图 4.

缓变是指随着时间变化,等离子体频率较慢的

发生变化,例如满足如下函数关系:

ω2
p (t) =


0 t < t0

ω2
p max

[
1− exp

(
−Kt

T

)]
t > t0

, (19)

其中 T 是谐振腔固有频率的倒数, 为一固定的值;

K 的大小能够表示等离子体产生速度的大小,值越

大,等离子体产生的速度越快,如图 5.

根据网上资料, 战斧式巡航导弹外形如图 6

所示 [10], 长约 6.79 m, 最大翼展为 2.62 m, 弹体

直径为 0.52 m. FDTD 计算中取离散网格尺寸

∆x = ∆y = ∆z = δ = 0.02 m.

图 4 瞬变等离子体频率随时间的变化

图 5 归一化缓变等离子体频率随时间的变化

图 6 导弹外形几何参数

计算仿真了前弹翼涂覆磁化等离子层的战斧

式巡航导弹的 RCS.其中等离子体角频率的产生分

为三种情况: 非时变、瞬变和缓变.等离子体角频

率的最大值 ωp max = 2π×20×109 rad/s. 入射波为

高斯脉冲 E(t) = exp
(
−4π(t −T0)

2/τ2
)
, τ = 30∆t,

∆t = δ/2c, 及 T0 = 0.8τ . 脉冲迎头入射, 后向接

收. 在前侧机翼外围涂覆 10 个网格的等离子体

层, 前翼上下厚度均为 5 网格的等离子体层. 等

离子体碰撞频率 ν = 300 GHz. 其中磁化情况下,

ωb = 30 GHz;缓变情况下 K = 13. 图 7和图 8分别
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为涂覆磁化等离子体层的战斧式巡航导弹的同极

化 RCS和交叉极化 RCS.

图 7 涂覆磁化等离子体层的战斧式巡航导弹的同极化 RCS

从图 7 可以看出, 在低频部分, 非时变情况下

RCS略小,其次是缓变情况, RCS最大的是瞬变情

况; 在高频部分, 等离子体频率随时间变化对 RCS

影响较大;而从交叉极化 RCS图 8可以明显看出:

缓变情况下,导弹的 RCS最大,其次是非时变情况

下,瞬变情况下的导弹 RCS最小.

图 8 涂覆磁化等离子体层的战斧式巡航导弹的交叉极化

RCS

5 结 论

本文用模式匹配的理论, 验证了用改进的

LTJEC-FDTD方法来计算时变等离子体的可行性,

并在此基础上计算了涂覆等离子体层的战斧式巡

航导弹的 RCS,得出了等离子体频率随时间变化对

RCS的影响.
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Abstract
To analyze the time-varying plasma, a modified finite-difference time-domain (LTJEC-FDTD) algorithm is derived. By using

Laplace transform and inverse Laplace transform, we can deduce the FDTD iteration expression for calculating 3D time-varying
problem from Maxwell equation and plasma constitutive equation. The iteration expression is proven to be correct by mode-coupling
theory, while the correctness of the relevant boundary is tested by calculating the radar cross-section (RCS) of plasma sphere. So, the
method is suitable to the calculation of time-varying plasma. Then, the RCS of complex time-varying plasma object is also analyzed.

Keywords: time-varying plasma, radar cross-section, mode-coupling theory, finite difference time domain method
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