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弯轨 Čerenkov辐射计算中的稳相法*
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从介质中沿弯曲轨道运动的带电粒子辐射的频谱角分布公式出发,分析了粒子速度大于介质中的光速时,稳相

点在 Čerenkov效应中所起的关键作用,并给出了通过在稳相点附近做渐近展开来计算弯轨 Čerenkov辐射的稳相法.

运用稳相法,计算了同步 Čerenkov辐射在粒子轨道平面附近以及在临界角附近的频谱角分布.计算结果表明,同步

Čerenkov辐射频谱的特征依赖于观测方向附近对应的稳相点性状,特别是在较大的临界角附近的频谱与小角度近

似时很不相同.
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1 引 言

在折射率 n > 1的介质中做匀速直线运动的带
电粒子,如果其速度大于介质中的光速 c′ = c/n,则
会在特定方向上产生 Čerenkov 辐射 [1]. Čerenkov
辐射的理论计算最早由 Frank和 Tamm于 1937年
给出 [2]. 1976 年, Schwinger 和 Tsai[3] 从经典和量
子的两种方法计算了介质中做匀速圆周运动的带

电粒子的同步 Čerenkov辐射的功率,并分析了这种
辐射的协同性. 之后 Eeber等 [4]又对同步 Čerenkov
辐射在实验上的各种效应做了系统的研究; 同步
Čerenkov 辐射角分布也由 Rynne 等 [5] 于次年算

得. Patro[6] 在 1982年用非平衡统计力学的办法研
究了同步 Čerenkov 辐射的微观理论. 之后对同步
Čerenkov 辐射的实验观测与理论探讨仍时有结果
发表 [7,8]. 除同步 Čerenkov辐射外, 近年来对于介
质中沿螺旋轨道运动的带电粒子辐射的研究也在

进行 [9−11].

然而不论是同步 Čerenkov辐射还是螺旋轨道
的 Čerenkov辐射,目前文献中的推导都是基于能流

守恒或是谐波法, 数学过程较复杂, 而且依赖于轨

道的特殊形状,其最终结果的形式也并不直观. 本

文试图直接从在介质中做一般的弯曲轨道运动的

超光速带电粒子辐射 (以下简称弯轨 Čerenkov 辐

射)的辐射频谱角分布公式出发, 对弯轨 Čerenkov

辐射的特征进行探讨. 通过阐明稳相点在该辐射机

制中所起的关键作用,提出一种计算弯轨 Čerenkov

辐射的稳相法. 稳相法的数学形式简单, 且能计算

的弯轨 Čerenkov辐射的粒子轨迹不限于匀速圆周

运动和螺旋轨道运动,原则上对于稳相点离散分布

的带电粒子运动轨道都适用. 我们用此方法来计算

同步 Čerenkov辐射的渐近表达式,并分析其特点.

2 弯轨 Čerenkov辐射的稳相点

考虑均匀的各向同性介质,视其介电常数 ε 和
磁导率 µ 为常数标量,则通过与真空中运动点电荷

辐射频谱公式完全相同的推导,可以得到介质中做

一般运动的相对论性带电粒子的辐射频谱角分布

的表达式如下:

dI
dΩ

(ω) =
µe2ω2

16π3c′

∣∣∣∣∫ τ ×
(
τ ×ν(t ′)

)
*国家基础研究重大项目前期预研专项基金 (批准号: 2001CCB01000)和科技部 ITER-CN项目 (批准号: 2010GB107001)资助的课题.

†通讯作者. E-mail: liyd@mail.ustc.edu.cn

c⃝ 2013 中中中国国国物物物理理理学学学会会会 Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

104103-1



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 10 (2013) 104103

× exp
[

iω
(

t ′−
τ ·xe(t ′)

c′

)]
dt ′

∣∣∣∣2, (1)

上式中的 τ 表示观测方向的单位矢量, xe 和 ν 分

别表示带电粒子的位移和速度, c′ = c/n为介质中
的光速. (1) 式积分号中的所有物理量均在推迟时
间 t ′取值,为方便起见下面省略 t ′右上角的撇号.

(1)式是考虑介质影响后的运动带电粒子辐射
频谱的一般公式. 如果粒子速度低于介质中的光
速, 则该公式与真空中的情形仅仅是参数不同, 物
理上和计算上并没有很大区别.下面只考虑介质折
射率 n =

√µε 大于 1,并且粒子速度大于介质中光
速 c′ = c/n的 Čerenkov效应发生的情形.

(1)式中含有一个 Fourier型积分,其被积函数
的位相为

φ = ω
(

t −
τ ·xe(t ′)

c′

)
. (2)

由于辐射光的特征频率远大于粒子运动的特征频

率 (约为 γ3 倍), 该 Fourier型积分的位相随时间的
变化远比振幅的变化剧烈,在位相变化许多个周期
时, 被积函数的幅度可以认为是不变的, 因此积分
的正负部分几乎完全抵消,惟一的例外则是在位相
(2)对时间的导数

dφ
dt

= ω
(

1− τ ·ν(t)
c′

)
(3)

为零的时候,此时位相几乎不随时间变化,因此 (1)
式的 Fourier 型积分的主要贡献来自于这些位相
导数为零的点, 我们称其为稳相点; 如果在某个点
t = t0,相位的一阶导数为零而二阶导数不为零,则
称点 t = t0 为一阶稳相点, 类似的还可定义二阶、
三阶以及高阶稳相点.
由 (3) 式可以看到, 稳相点就是粒子运动

方向与观测方向的夹角为 θc = cos−1(c′/v) =

cos−1(1/nβ ) 的那些点. 这个特征角 θc 正好是

Čerenkov 辐射产生的特征方向角. 事实上, 如果
我们将粒子在轨道上某点附近的运动近似视为速

度为 v的匀速直线运动,则可看出此时介质中辐射
次波相干相长的方向正好形成一个与速度方向成

夹角 θc 的圆锥面; 于是稳相点就是那些在观测方
向发生辐射次波相干相长的那些点. 需要指出的是,
角度 θc 与粒子的速度和介质折射率有关; 而且稳
相点的分布与观测方向是相关的,只有在给定观测
方向上才谈得上哪些点是稳相点的问题. 比如, 对
于粒子做匀速直线运动的 Čerenkov辐射,如果观测
方向与轨道的夹角不为 θc,则没有稳相点; 如果观

测方向与轨道的夹角为 θc,则轨道上所有点都是稳
相点.
对于做一般曲线运动的带电粒子,如果对于某

个观测方向, 粒子轨道上的稳相点是离散分布的,
则可以利用稳相法来计算该方向上 (1)式的辐射频
谱分布. 在渐近分析中, 对于 (1) 式中的 Fourier 型
积分,稳相法采用在稳相点附近做展开的办法来计
算积分在频率参数 ω 趋于无穷时的渐近表示.
以一个稳相点 t = t0 的情况为例: 如果该点为

一阶稳相点,则有公式∫
A(t)exp{iω f (t)}dt

=A(t0)

√
2π

ω | f ′′(t0)|
eiω f (t0)±iπ/4 +O(ω−1),

等号右边指数上的正负符号取决于 v′′(x0)的符号;
如果点 t = t0 为二阶稳相点,则∫

A(t)exp{iω f (t)}dt

=
2Γ (1/3)

3
A(t0)

(
6

ω | f ′′′(t0)|

)1/3

e iω f (t0)±iπ/6

+O(ω−3/2),

同样, 右边指数上的正负符号取决于 v′′′(x0) 的符

号;而对于任意 k 阶的稳相点也有类似的公式 [12].
这几个渐近公式的实质是将积分区间取到一个稳

相点附近的小段,然后利用函数 A和 f 的 Taylor展
开,将其化为类似于 Gauss积分的形式用复变函数
方法来处理. 如果稳相点的数目不止一个,只要它
们离散分布, 距离足够远, 使得所取的稳相点附近
的小段积分轨道没有重叠,则只需将用以上公式得
到的每个稳相点附近渐近展开的结果叠加就行了.
因此,用稳相点不仅可以分析不同观测方向上

的弯轨 Čerenkov辐射的产生机制,还可以用来计算
辐射频谱的渐近展开形式,其计算过程不依赖于粒
子轨道的特殊形式; 从以上渐近公式还可看出,用
稳相法得到的结果一般不会含有复杂的函数,较为
简单.

3 同步 Čerenkov辐射频谱

下面用稳相法来计算同步 Čerenkov辐射的频
谱分布.我们仍然假定带电粒子的速度大于介质中
的光速. 假设带电粒子做匀速圆周运动, 观测方向
τ 与轨道平面的夹角为 θ . 当 θ 很小, 观测方向贴
近轨道平面时,由图 1所示的简单几何计算可知稳
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相点就是运动速度方向与 τ 在轨道平面内的投影

方向的夹角 α 满足 cosα =
cosθc

cosθ
的两个点 (图 2).

而随着 θ 增大, 这两个稳相点间的距离越来越近;

当 θ ≈ θc 时, 两个点重合, τ 在轨道平面内的投影

恰沿轨道切线方向.当 θ 再继续增大时, 不再有稳

相点,辐射场会急剧减小.

图 1 辐射相干相长方向形成的圆锥以及角度 α 的几何计算

图 2 观测方向贴近粒子轨道平面时的两个稳相点

图 3 为计算同步 Čerenkov辐射建立的坐标系

建立如图 3所示的坐标系,使得电子轨道位于

x-y平面内,半径为 ρ;对给定的观测方向 τ ,取粒子

速度方向与 τ 在轨道平面的投影方向相一致的点

为坐标原点,并使 x轴沿这一点处的粒子速度方向,

y轴则指向轨道圆心,于是 τ 在 z-x平面内,且与 x

轴的夹角为 θ . 在该坐标系下电子的运动轨道和速

度分别可表示为

xe(t) =ρ
(

sin
(

vt
ρ

)
i− cos

(
vt
ρ

)
j

)
+r0

=ρ
(

sin
(

vt
ρ

)
cosθτ − sin

(
vt
ρ

)
sinθe⊥

− cos
(

vt
ρ

)
e//

)
+r0,

v(t) =v
(

cos
(

vt
ρ

)
i+ sin

(
vt
ρ

)
j

)
=v

(
cos

(
vt
ρ

)
cosθτ − cos

(
vt
ρ

)
sinθe⊥

+ sin
(

vt
ρ

)
e//

)
,

式中 e// = j 是 y方向的单位矢量, 它对应于辐射

场偏振的 Σ 分量的方向; e⊥ = τ × j 对应于辐射场

偏振的 Π 分量的方向.代入 (1)式,可得

dI
dΩ

(ω)

=
µe2ω2v
16π3c′

∣∣∣∣∫ (
cos

(
vt
ρ

)
sinθe⊥− sin

(
vt
ρ

)
e//

)
× exp

[
iω

(
t − ρ

c′
sin

(
vt
ρ

)
cosθ

)]
dt
∣∣∣∣2. (4)

也可以将辐射频谱分布分两个不同偏振方向写为

dI⊥
dΩ

(ω) =
µe2ω2v
16π3c′

∣∣∣∣∫ cos
(

vt
ρ

)
sinθ

× exp
[

iω
(

t − ρ
c′

sin
(

vt
ρ

)
cosθ

)]
dt
∣∣∣∣2, (5a)

dI//
dΩ

(ω) =
µe2ω2v
16π3c′

∣∣∣∣∫ sin
(

vt
ρ

)
× exp

[
iω

(
t − ρ

c′
sin

(
vt
ρ

)
cosθ

)]
dt
∣∣∣∣2. (5b)
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将 (4)式中被积函数的相位

φ = ω
(

t − ρ
c′

sin
(

vt
ρ

)
cosθ

)
对时间求导可得

dφ
dt

= ω
(

1− v
c′

cos
(

vt
ρ

)
cosθ

)
,

从而在
vt
ρ

=±α 时为稳相点,这与之前的讨论是一

致的.
当观测方向贴近轨道平面时, θ 较小, 此时轨

道上有两个一阶稳相点 t = ±αρ/v,在这两个点附
近做渐近展开,可以得到两个偏振方向上的辐射频
谱角分布分别为

dI⊥
dΩ

(ω) =
µe2ωρ cos2 α sin2 θ

2π2vsinα cosθ
cos2

(αρω
v

− ρω
c′

sinα cosθ +
π

4

)
, (6a)

dI//
dΩ

(ω) =
µe2ωρ sinα
2π2vcosθ

sin2
(αρω

v

− ρω
c′

sinα cosθ +
π

4

)
. (6b)

注意式子中 α 满足 cosα =
cosθc

cosθ
,是 θ 的函数. 可

见在频率 ω 较高时,辐射能谱为受调制的波动的形
状;这与 Rynne等 [5] 的计算结果在 ω 较大时的渐
近行为是一致的.
下面再来看观测方向满足 θ ≈ θc 的情况,此时

只有一个二阶稳相点 t = 0,在该点处做渐近展开可
以得到

dI⊥
dΩ

(ω) =
µe2

8π3c′

(
ρ4ω4

6v

)1/3

Γ 2 (1/3)sin2 θc, (7a)

dI//
dΩ

(ω) =
µe2

8π3c′
(
6vρ2ω2)1/3 Γ 2 (2/3) , (7b)

这时的频谱不再随频率波动,可见辐射的性状与稳
相点的分布是密切相关的. (6)式与 (7)式的差别也
说明在临界方向附近的频谱与粒子轨道平面附近

的频谱差别很大,这一特点与匀速直线运动粒子的

Čerenkov 辐射是相同的. 由于 Čerenkov 辐射的临
界角 θc 随着粒子速度增大而增大, 在折射率足够
大时,这个张角 θc 可以变得很大,小角度近似在计
算这些方向的频谱时会不再适用,而无需小角度近
似的稳相法则仍然可行.
观察 (6), (7) 式, 似乎频谱在频率 ω 趋于无穷

时发散,这是因为没有考虑折射率 n随频率的改变.
事实上,为了出现弯轨 Čerenkov辐射,我们的讨论
一直是要求粒子的运动速度大于介质中的光速,这
只有在介质折射率 n大于 1时才有可能出现,事实
上这只有在介质吸收频率附近的一些频带上才成

立 [13],因此并不会出现发散问题.

4 结 语

本文对于稳相法在弯轨 Čerenkov 辐射中的
应用做了初步的讨论, 并用该方法计算了同步
Čerenkov 辐射的频谱分布. 从本文的讨论可以看
到, 用稳相法求解弯轨 Čerenkov 辐射频谱的渐近
表示, 不论轨道如何复杂, 只要稳相点的分布是离
散的,则只需将经典的辐射频谱公式在稳相点附近
的小段积分路径展开成类似于 Gauss 积分的形式
进行计算, 而无需对整个粒子轨道积分, 因此不依
赖于粒子轨道的特殊形式,可以适用于很一般的粒
子运动.而用稳相法求解出的频谱在形式上更简单,
并且很明显地反映了频谱在高频极限下的渐近行

为. 另外, 对任意观测方向原则上都可以用稳相法
来分析和计算频谱,而不必像某些辐射频谱计算那
样要求观测方向的小角度近似,因而也适用于大角
度时的辐射频谱的讨论.
在天体物理中,常常会有需要同时考虑外磁场

以及等离子体介质的情况 [11,14,15],此时就需要考虑
弯轨 Čerenkov 辐射. 在通常理论计算无法进行的
一些运动较复杂的弯轨 Čerenkov辐射问题中,稳相
法提供了分析辐射特性的另一种途径.
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Abstract
Based on the general expression for spectral-angular distribution of the radiation emitted by a charged particle moving in exterior

medium, the essential role of stationary phase points in Čerenkov effect is investigated. And the stationary phase method of calculating
spectral-angular distribution of Čerenkov radiation from a charged particle moving in curved path is proposed. By the stationary phase
method, the asymptotic form of spectral-angular distribution of synchrotron-Čerenkov radiation is calculated, and the result indicates
that the spectrum of synchrotron-Čerenkov radiation near critical angle θc is quite different from that near the plane of particle’s orbit.
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