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直接相关函数对双模晶体相场模型相图的影响*
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研究了直接相关函数峰宽及 k = 0处峰对双模晶体相场模型相图的影响.结果表明,随着峰宽的增加,有序相的

相区范围不断增大.而增大峰宽比可使体心立方 (bcc)相区范围缩小,面心立方 (fcc)相区范围大幅增加. 直接相关函

数 k = 0峰的引入则使相图被压缩,两相共存区变窄,液相稳定区域增加.
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1 引 言

材料组织形成过程及其性能特点的研究往往

涉及多个尺度的耦合作用,多尺度问题及其模型的
建立一直是材料科学领域研究的热点和难点. 随
着计算机技术及计算方法的飞速发展,数值模拟技
术已经成为材料科学研究中的重要工具. 其中, 分
子动力学 (MD) 方法 [1,2] 是一种在原子分子水平

上求解多体问题的重要计算模拟方法,该方法可以
捕获原子尺度上的大部分信息,被广泛应用于晶体
结构、位错运动等研究.相场法 (PFM)[3−6] 是当今

研究微观组织演化数值模拟的重要方法之一,然而
该方法采用均一密度场,忽略了原子层面的详细信
息,很难用于原子尺度上的动力学、弹塑性机制及
晶体结构的研究.最近 Elder等 [7] 提出了晶体相场

(PFC)模型, 该方法采用周期性密度场来描述体系
中的原子分布,自洽耦合了材料的晶体学特性及原
子尺度信息. PFC模型本质上是一种简化的经典密
度泛函理论,能够同时反映原子空间尺度和扩散时
间尺度上的现象,已成功模拟了晶界迁移、晶体生
长、弹塑性形变 [8−10]等现象.

PFC模型的优势是显而易见的,然而作为一种
新模型还存在很多不足, 单模近似的 PFC 模型目
前仅能用于六角 (2D)、体心立方 (3D)结构的模拟.

虽然后来研究表明单模 PFC模型中也可包含面心

立方 (fcc) 和密排六方 (hcp) 结构 [11,12], 但其能量

差很小, 在噪声作用下很难观察到相变过程. 为了

扩大 PFC 模型的适用范围, 很多学者对该模型做

了大量改进工作. Jaatinen等 [13] 发展了一种直接相

关函数八阶展开的 PFC 模型, 精确地描述了具有

bcc结构铁的各项性能,然而依然得不到稳定的 fcc

密排结构. Wu 等 [14,15] 通过给直接相关函数加入

第二个峰,成功得到了稳定的 fcc(3D)、正方 (2D)、

六角 (2D) 相, 但该模型得到的相图不能直接用于

bcc, fcc相转变的研究,同时需要确定大量的参数.

Greenwood等 [16,17] 用高斯峰来代替直接相关函数

中的尖锐峰, 提出了一种多模近似晶体相场模型,

得到了具有实际物理意义的相图,并能通过温度控

制来进行结构相转变的研究,但他们没有考虑直接

相关函数中小于零的峰,使得液相自由能几乎不随

温度变化,这与真实物理过程不符.

直接相关函数说明了原子间相互作用, 是

体系过剩自由能的核心因素. 在倒易空间, 该函

数 (Ĉ(k)) 与结构因子 (S(k)) 关联, 符合关系式

Ĉ(k) =
S(k)−1

S(k)
. 在 PFC 模型中, 对 Ĉ(k) 做了近

似处理来描述原子间相互作用. 通过控制直接相

关函数中峰的高度、宽度及个数可以得到不同的

相结构. Greenwood多模近似模型尽管还不够完善,
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但其相关函数构造得很巧妙,是目前最有前景的双

模 PFC模型之一.由于该模型提出不久,对其相图

的认识仍然不够充分,因此有必要对直接相关函数

与双模 PFC 模型相图的关联进行深入研究. 本文

采用 Greenwood等提出的 PFC模型研究了 fcc, bcc

结构的稳定性;并对直接相关函数中峰高、峰宽及

k = 0处峰对不同相结构稳定性及相图的影响进行

了分析.

2 模型的建立

PFC模型起源于经典密度泛函理论,自由能泛

函形式为

F =kBT
∫

dr
{

ρ(r) ln[ρ(r)/ρl ]−δρ(r)}

− kBT
∞

∑
n=2

1
n!

∫ n

∏
i=1

driδρ(ri)

×Cn(r1,r2,r3, · · · ,rn), (1)

式中, 第一项代表理想体系自由能, 驱动体系演化

成均一相;第二项为原子间相互作用项,驱动体系

演化为有序相.粒子密度场 ρ(r), Cn 表示 n点直接

相关函数

Cn(r1,r2,r3, · · · ,rn)≡
δnϕ

i=n

∏
i=1
δρ(ri)

, (2)

其中 ϕ [ρ]表示粒子间总的相互作用势.

定义无量纲密度

n(r) =
ρ(r)−ρl

ρl
, (3)

ρl 表示参考密度. 采用两点相互作用, 即取 n = 2,

联立 (1), (2), (3)式得:

∆F =
∫ [

n(r)2

2
− n(r)3

6
+

n(r)4

12

]
dr

− 1
2

∫
n(r)

∫
C2

(
|r−r′|

)
n(r′)drdr′. (4)

在倒易空间 k = 0附近对 Ĉ2(k)进行泰勒展开:

Ĉ2(k) =Ĉ0 +Ĉ2k2 +Ĉ4k4 + · · · ,

C2(|r−r′|) =(Ĉ0 −Ĉ2∇2 +Ĉ4∇4 −·· ·)

×δ(r−r′). (5)

通过拟合直接相关函数第一个峰得到三个系数,代

入自由能方程得到单模近似晶体相场模型.

在改进的双模 PFC模型中, Greenwood等 [16,17]

提出的直接相关函数形式为

Ĉ2(k) = ∑
i

e
− σ2k2

i
2ρiβi e

− (k−ki)
2

2α2
i , (6)

上式中, i表示不同的晶面族, σ 的大小影响直接相
关函数的峰高,与实际物理过程中温度对直接相关

函数的作用相当,因此,该模型中 σ 可表示温度; ki

表示直接相关函数中 i 晶面族对应的峰所在的位

置,与晶面间距成反比; ρi 为晶面的原子数密度; βi

表示晶面族中晶面个数; αi 的大小与界面、缺陷及

张力对自由能的影响有关,改变 αi的值会影响液固

界面宽度从而影响表面能,同时改变 αi大小还可以

控制弹性系数的数量级及其各向异性 [17,18]. 将 (6)

式代入 (4)式得到自由能密度函数:

∆F
V

=
1
a3

∫ a

0

∫ a

0

∫ a

0

{[
n(x,y,z)2

2
− n(x,y,z)3

6

+
n(x,y,z)4

12

]
− 1

2
n(x,y,z)Ĉ2(k)n̂(kx,ky,kz)

}
dxdydz, (7)

上式中, a为晶格常数. 对 (7)式进行变分, 得到系

统演化动力学方程:
∂n
∂ t

=Γ ∇2 δF
δn

=∇2
{

n− 1
2

n2 +
1
3

n3 −C2n
}
, (8)

这里取 Γ = 1.

3 计算条件

3.1 相图计算过程

通过对各种相自由能的分析可获得相图,本文

主要考虑液相、 fcc 及 bcc 相. 有序结构相的相互

关联能主要存储在直接相关函数 Ĉ2(k)低频处的峰

中, bcc 结构 92%关联能体现在{110} 晶面族对应
的峰中, 而 fcc 结构则 70%体现于{111}, 30%体现

于{200}晶面族所对应的峰中 [17]. 所以采用双模直

接相关函数模型来描述 fcc, bcc有序相的自由能是

合理的. 双模 PFC模型中,液相为均匀密度分布,有

序结构相为周期性密度分布.原子密度场由以下公

式给出:

nl =n,

nfcc(x,y,z) =n111 +n200 +n,
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nbcc(x,y,z) = n110 +n200 +n,

n111 =A111 ∑
h,k,l=±1

cos[k0(hx+ ky+ lz)],

n200 =A200{cos(2k0x)+ cos(2k0y)+ cos(2k0z)},

n110 =A110{cos(k0x)cos(k0y)+ cos(k0x)cos(k0z)

+ cos(k0z)cos(k0y)}, (9)

上式中, nl 为液相原子密度, k0 = 2π/a, a为晶格常

数, A为原子密度振幅.通过动力学方程式 (8)得到
某一温度下最稳态自由能曲线,然后根据不同温度
下的自由能曲线制成相图.

3.2 参数选取

计算区域为 64 × 64 × 64 的均匀网格, 即
∆x = ∆y = ∆z, 空间步长为 ∆x = 0.125, 时间步长
取为 ∆t = 0.0005, 使用周期性边界条件. fcc 结构
晶格常数 afcc = 1, bcc 取为 abcc =

√
2/3. 振幅 A

取值接近稳态密度振幅值时有助于降低最稳自

由能求解的计算量. 在一定峰高条件下, 可以通

过对系统的自由能进行近似计算, 从而得到估算

体系最小自由能对应的振幅大小, 得到振幅初始

值 [17]. σ = 0时 fcc密度场振幅取为 A111 = 0.14274,

A200 = 0.10648, bcc密度场振幅取为A110 = 0.13237,

A200 = 0.05573. 不同参数条件下的振幅与振幅

初始值较为接近. 直接相关函数峰位置 ki, fcc

结构取值 k111 = 2
√

3π, k200 = 4π, bcc 结构取值

为 k110 = 2
√

3π, k200 = 2
√

6π. fcc 晶面 β 取值为
β111 = 8, β200 = 6, bcc结构取为 β110 = 12, β200 = 6.

面原子密度 ρ , fcc晶面 ρ111 = 4/
√

3, ρ200 = 2, bcc

取值 ρ110 = 2/
√

2, ρ200 = 1. 温度取为 σ = i×0.01,

i = 0,1,2 · · · .
图 1 给出了由以上参数计算得到的相图示意

图,图 1(a)为液相 -fcc-bcc相图,图 1(b)为在σ = 0.1

时计算得到的平衡态自由能曲线.

图 1 (a)液相 -fcc-bcc相图; (b) σ = 0.1时自由能曲线,其中两条直线分别表示 fcc-bcc结构和液相 -fcc结构的公切线

4 结果与讨论

直接相关函数 Ĉ2(k) 说明了原子间的相互作

用, 可用来定量描述物质结构. 直接相关函数中各
峰的高度、宽度与相结构的稳定性有直接关系.本
文选取了直接相关函数低频处的两个具有一定峰

宽的峰来描述 bcc, fcc有序结构, 通过温度参数来
调整各个峰高, 考察直接相关函数对相图的影响.
直接相关函数峰宽的大小影响材料的弹性系数,是
关联能在直接相关函数各个峰中分布情况的重要

控制参数之一.通过改变峰宽比可以调整弹性各向
异性的大小,当 α2/α1 的比值与两峰位置的比值相

等时,材料的弹性各向异性消失 [17]. 本文首先研究
了峰宽大小对相图的影响;进而研究了峰宽比对相
图的影响;最后引入温度对液相的作用项,考察直

接相关函数在 k = 0处加入倒高斯峰对相稳定性的

影响.

4.1 直接相关函数峰宽大小对相图的影响

图 2给出了 α1 = α2,以及 α2/α1 =
√

3/2时不

同峰宽对应的相图. 图中 bcc相区在 fcc相区之上,

表明当 n取在三相点 +n方一侧时对熔体缓慢降温

将依次得到 bcc, fcc有序结构. 由直接相关函数分

析,当 σ 值增大即温度升高时,第一个峰的增高程

度远远超过了第二个峰,从而在关联能中起主要作

用. 在 bcc结构中 90%以上的关联能存储在直接相

关函数第一个峰中,远高于 fcc的 70%,随着温度不

断升高,直接相关函数由双模逐渐演变为单模形式,

在相图上表现为 fcc结构转变为 bcc结构.
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图 2 峰宽取不同值时计算所得相图 (a)—(d) 为 α1 = α2 时 α1 分别取值为 0.1, 0.2, 0.4, 0.8 时的相图; (e)—(h) 为
α2/α1 =

√
3/2时 α1 分别取值为 0.1, 0.2, 0.4, 0.8时的相图

图 2 表明, 当 α1 取值在 0.1 到 0.4 之间时, 相
图差别不大, 自由能曲线接近. 考察直接相关函数
发现, 在 α1 < 0.4 时, 直接相关函数的两个峰相互
独立,几乎没有叠加,峰宽大小不影响两峰峰高. 因
此在 α1 < 0.4 时, 峰宽大小对相区分布影响不大.
然而, 当 α1 > 0.4 时, 直接相关函数的峰宽对峰高

有重要的影响, 从而影响到系统的自由能, 进而影
响到相图. 如图 2(d), 2(h) 中, bcc-fcc, 液相-fcc, 液
相-bcc 三个两相共存区的范围都明显增加. 随 α1

增大三相点位置不断升高,同时有序相区范围不断
增大,这表明 α1 越大有序相越稳定. 由直接相关函
数分析发现,随着 α1 增大,两个峰开始叠加互相增
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强, 影响到了能量在直接相关函数中的分布, 这时
表现为有序相的稳定性增强,从而解释了为什么有
序相区不断扩大.

图 3 不同 α1 值下三相点位置的变化, 实心圆曲线和空心
圆曲线分别表示 α1 = α2 时三相点所在位置的温度及浓度随

α1 值的变化情况; 实心三角曲线和空心三角曲线分别表示
α2/α1 =

√
3/2时三相点所在位置的温度及浓度随 α1 值的变

化情况

4.2 峰宽比对相图的影响

图 2(d) 和 (h) 表明直接相关函数第二个峰的
宽度对相图中 bcc 和 fcc 相的分布存在显著影响.
本节讨论峰宽比对相图的影响,首先考察相图中三
相点的迁移, 图 3 给出了不同峰宽比下三相点位
置随峰宽的变化. 在 α1 < 0.4时, 三相点对应的密
度和温度均没有太大变化,表明在第一个峰独立时
峰宽比对三相点没有影响. 随着峰宽的增加, 三相
点位置不断升高, 对应的原子数密度发生偏离. 在
α1 > 0.4时,峰宽比对三相点的影响逐渐增大,峰宽
相等时, 三相点向左偏移; 而 α2/α1 =

√
3/2时, 三

相点向右偏移. 相对于峰宽相等时, α2/α1 =
√

3/2
对应的三相点位置上升得更快, 这是因为后者
的第二个峰峰宽较窄, 对两个峰的能量比影响较
前者显著.
在 α1 > 0.4 时, 峰宽比对相区位置及范围有

显著影响. 如图 2(d) 和 2(h) 所示, 相对等峰宽时,
α2/α1 =

√
3/2对应的相图中有序结构相区整体向

右移动,同时伴随 fcc相区的扩大以及 bcc相区的
收缩. 对两相共存区的影响主要表现在: 两相共存
区结线长度在 α2/α1 =

√
3/2 时比等峰宽时小, 液

相 -bcc 共存区差别量在 5%—10%, 液相 -fcc 共存
区大概在 10%—20%, 对 bcc-fcc 共存区影响较小.
从根本上讲,相区的变化与直接相关函数有直接关
系.图 4给出了两峰存在重叠时峰宽比对直接相关
函数峰的影响. 观察直接相关函数可以看到, 加入
了峰宽比后两个峰的强度比不断随 α1 变化, 以至

于当 α1 增大到 0.8时主峰位置发生了变动,由第一

个峰转移到了第二个峰. 4.1中分析指出峰高对有

序相稳定性有着十分重要的影响,随着第一个峰相

对强度的降低, bcc结构稳定性降低.

图 4 峰宽与直接相关函数关系 实线是 α1 = α2 = 0.7时的
曲线,点线、虚线、点 -虚线分别为 α2/α1 =

√
3/2时 α1 取值

在 0.6, 0.7, 0.8时的曲线

4.3 k = 0处峰对相图的影响

Greenwood 等在构造相关函数时忽略了直接

相关函数 k = 0处的峰,其结果虽然增强了有序相

的稳定性, 但与实际物理过程不符. 真实体系中,

k = 0处存在一个倒峰,并具有实际物理意义,与材

料的体压缩系数相联系 [16,17], 随峰高增加材料体

模量增大. k = 0 处峰对材料的性能及结构稳定性

有影响,因此本节在 k = 0处构造一个倒高斯峰来

近似描述直接相关函数的第一个峰,并考察其对自

由能及相图的影响.倒高斯峰形式为

Ĉ(k)0 =C(0)e−
σ2
2 e

− k2

2α2
0 , (10)

其中C(0)为小于零的常数,其值与材料的体模量相

关, 该值绝对值越大体模量越大; 文中取 α0 = 2.0.

图 5(a)给出了不同 C(0)值时的直接关联函数. 当

k 趋于零时, Ĉ(k) 与温度成正比, 符合实际物理过

程 [19], 同时温度项采用与其他峰相一致的指数形

式与原双模近似模型自洽,故而 k = 0处倒高斯峰

形式合理. 加倒峰后,随着倒峰高度的增加,自由能

曲线变陡,以 n = 0为中心变化,见图 5(b).

图 6给出了不同倒峰高时的相图. 由图 6可知,

相图三相点位置、相区分布变化很小. 随着峰高增

加相图不断被压缩, 三个两相共存区结线长度 ∆n

不断变小. 图 7给出了三个两相区结线长度在三相

点附近随倒峰高的变化情况,不难看出其改变量遵

循相同的规律,通过拟合曲线得到:
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图 5 (a)加倒高斯峰后的直接相关函数; (b) σ = 0时, k = 0处加倒峰后的自由能曲线

图 6 倒峰峰高取不同值时计算所得相图 (a)—(f)取值分别为 −0.5, −1, −1.5, −2, −3, −4
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图 7 两相共存区结线长度随倒峰高 C(0)的变化情况

∆n = Be−0.67×|C(0)|0.65
, (11)

其中 ∆n表示两相区结线长, B为常数, C(0)为 k = 0
处倒峰高度. 结合自由能曲线分析, 在原子数密度
远离 n = 0 处随着倒峰高的增加液相变得更加稳
定.

5 结 论

采用双模近似晶体相场模型对 fcc, bcc结构最

稳态自由能进行数值求解,研究了直接相关函数对

相图的影响.结果表明:

1) 随着峰宽的增加, 有序结构相区范围扩大,

稳定性增强;

2)峰宽比对能量在直接相关函数中的分布有

很大影响, 它不仅影响相区的相对位置, 还改变相

区范围;

3) k = 0 处加倒高斯峰后相图被压缩, 两相区

变窄,在参考密度取值远离 n = 0处随着倒峰高度

的增加液相变得更加稳定.

综上所述,直接相关函数对材料的结构、性能

有很大影响, 通过调整相关函数的形态, PFC 方法

将能够应用于多种晶体结构的研究工作.
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Abstract
Effects of the width of direct correlation function peak and the peak at k = 0 on the phase diagram for the two-mode phase field

crystal model are examined carefully. The results indicate that increasing the width of direct correlation function peak will expand the
stability region of the ordered phases; however, increasing the ratio of peak width will significantly increase the fcc phase region but
reduce the bcc phase region. Adding a negative Gaussian peak at k = 0 to the two-mode approximate direct correlation function will
compress the phase diagram and make the two-phase coexisting region narrow.
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