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弱非完整系统Mei对称性导致的新型

精确和近似守恒量*
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研究弱非完整系统 Lagrange方程的Mei对称性导致的一种结构方程和新型精确以及近似守恒量. 首先建立系

统的 Lagrange方程. 其次在群的无限小变换下,给出了弱非完整系统及其一次近似系统 Mei对称性的定义和判据,

然后得到了Mei对称性导致的新型结构方程、新型精确和近似守恒量的表达式. 最后,举例研究系统的精确新型守

恒量和近似新型守恒量问题.
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1 引 言

在力学研究中,动力学系统的守恒量起着非常
重要的作用,甚至在系统的运动微分方程是不可积
分的情况下,某个守恒量的存在也可以使我们对所
研究的局部物理状态有所了解. 因此, 利用对称性
的方法寻找新型守恒量也成为了力学领域的热门

课题.非完整系统动力学的研究具有重要的理论意
义和应用价值,并在近些年取得了很大的进步 [1−5].
有一种约束方程中含有一个小参数的特殊非完整

系统,称为弱非完整系统.当小参数等于零时,该系
统变成完整系统. 对于弱非完整系统, 文献 [6—8]
分别讨论了它的运动方程、近似解、正则变换和

稳定性. 1918 年, Noether 揭示了力学系统对称性
与守恒量间的潜在关系 [9]. 2000年,梅凤翔提出了
力学系统中的动力学函数经无限小变换后仍满足

原方程的一种对称性 [10],人们称之为 Mei对称性.
此后, Mei对称性逐渐成为分析力学界的一个研究
热点 [11−18]. 作为分析力学三大力学体系之一的
Lagrange体系,其 Lagrange方程的对称性和守恒量
的研究近年来也有一定的进展 [19−23]. 近 20年,中

国学者在约束力学系统的对称性和守恒量的研究

方面取得了很大的成果 [24−35]. 但是,这些成果的计

算较为繁琐, 为简化计算, 国内外学者们开始寻找

结构简单、便于求解的 Mei对称性的新型结构方

程和新型守恒量 [36−41]. 本文主要研究弱非完整系

统 Lagrange方程的 Mei对称性导致的新型结构方

程、新型精确和近似守恒量的表达式,并通过一个

简例说明本文理论结果的应用.

2 弱非完整系统的运动微分方程

假设力学系统的位形由 n 个广义坐标 qs

(s = 1,2, . . . ,n)来确定,它的运动受有 g个理想双面

线性非完整方程

fβ =q̇ε+β −µBε+β ,δ (qs, t)q̇δ = 0

(β = 1,2, . . . ,g;δ = 1,2, . . . ,ε;

ε = n−g;s = 1,2, ...,n) (1)

的约束. 其中 µ 是一个小参数. 当 µ = 0时,约束方

程 (1)变为完整约束方程,当 µ = 1时,约束方程 (1)

变为非完整约束方程. 系统的运动微分方程可以表
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示为

d
dt

∂L
∂ q̇s

− ∂L
∂qs

= Qs +λβ
∂ fβ

∂ q̇s
. (2)

其中 L = L(t,q, q̇)为 Lagrange函数, Qs = Qs(t,q, q̇)

为非势广义力, λβ 为 Lagrange乘子.

设系统非奇异,即

det
(

∂ 2Lr

∂ q̇s∂ q̇k

)
̸= 0,

则由方程 (1) 和 (2) 可求出所有的 λβ , λβ 是关于

t,q, q̇和 µ 的函数.

方程 (2)可以写成

d
dt

∂L
∂ q̇s

− ∂L
∂qs

= Qs +Λs. (3)

方程 (3) 称为与弱非完整系统 (1) 和 (2) 相应的完
整系统的方程. 其中

Λs = Λs(q, q̇, t,µ) = λβ
∂ fβ

∂ q̇s
. (4)

为广义约束力. 只要运动的初始条件满足约束方程
(1),则与弱非完整系统 (1), (2)相应的完整系统 (3)
的解就给出弱非完整系统的运动.引进 Euler算子

Es =
d
dt

∂
∂ q̇s

− ∂
∂qs

(s =1,2, · · · ,n). (5)

则方程 (3)可表示为

Es(L) = Qs +Λs. (6)

为了讨论弱非完整系统的近似解,我们把广义
约束力 Λs 扩展成关于参数 µ 的一系列动力学式子

Λs =Λs0(q, q̇, t)+µΛs1(q, q̇, t)

+µ2Λs2(q, q̇, t)+ · · · (7)

于是我们得到了方程 (3)的一次近似为

d
dt

∂L
∂ q̇s

− ∂L
∂qs

= Qs +Λs0 +µΛs1. (8)

则方程 (8)可表示为

Es(L) = Qs +Λs0 +µΛs1. (9)

同时,从方程 (3)可解出所有的广义加速度,记作

q̈s = αs(q, q̇, t,µ). (10)

由方程 (8),有

q̈s = αs0(q, q̇, t)+µαs1(q, q̇, t). (11)

3 Mei对称性的定义与判据

引入时间和广义坐标的无限小变换方程

t∗ =t + εξ0(t,q, q̇),

q∗s (t
∗) =qs(t)+ εξs(t,q, q̇). (12)

其中 ε 为无限小参数, ξ0 和 ξs 为无限小变换

生成元.
假设经无限小变换 (12)后,函数 L、Qs、Λs 和

fβ 分别变为 L∗、Q∗
s、Λ∗

s 和 f ∗β . 于是,有

L∗ =L(q∗,
dq∗

dt∗
, t∗)

=L(q, q̇, t)+ εX (1)(L)+O(ε2),

Q∗
s =Qs(q

∗,
dq∗

dt∗
, t∗)

=Qs(q, q̇, t)+ εX(1)(Qs)+O(ε2),

Λ ∗
s =Λs(q

∗,
dq∗

dt∗
, t∗)

=Λs(q, q̇, t)+ εX (1)(Λs)+O(ε2),

f ∗β = fβ (q
∗,

dq∗

dt∗
, t∗)

= fβ (q, q̇, t)+ εX (1)( fβ )+O(ε2), (13)

其中

X (1) = ξ0
∂
∂ t

+ξs
∂

∂qs
+

(
dξs

dt
− q̇s

dξ0

dt

)
∂

∂ q̇s
. (14)

定义[42] 如果动力学函数经相应的变换后,方
程的形式保持不变,则这种不变性称为Mei对称性.
根据定义,方程 (3)的Mei对称性为

Es(L∗) = Q∗
s +Λ ∗

s . (15)

并且约束方程 (1)的Mei对称性为

fβ

(
q∗,

dq∗

dt∗
, t∗

)
= 0. (16)

把 (13)式代入方程 (15),忽略 ε2 及更高阶小项,并
利用方程 (3)可得

Es
[
X (1)(L)

]
= X (1)(Qs)+X (1)(Λs). (17)

并对于一次近似方程 (8),有

Es
[
X (1)(L)

]
=X (1)(Qs)+X (1)(Λs0)+µX (1)(Λs1). (18)

判据 1 对于与弱非完整系统 (1) 和 (2) 相对
应的完整系统 (3),如果无限小生成元 ξ0,ξs 满足方

程 (17),则相关的不变性为系统 (3)的Mei对称性.
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弱非完整约束方程 (1)在无限小变换 (12)下的
不变性表为如下限制方程

X (1)
{

fβ
(
q, q̇, t,µ

)}
= 0. (19)

判据 2 对于弱非完整系统 (1)和 (2),如果无
限小生成元 ξ0, ξs 满足方程 (17) 和限制方程 (19),
则相关的不变性为系统的强Mei对称性.
判据 3 对于与弱非完整系统 (1) 和 (2) 相对

应的一次近似完整系统 (8),如果无限小生成元 ξ0,
ξs 满足方程 (18),则相关的不变性为系统的Mei对
称性.
判据 4 对于弱非完整系统 (1) 和 (2) 的一次

近似系统,如果无限小生成元 ξ0, ξs 满足方程 (18)
和限制方程 (19),则相关的不变性为系统的强 Mei
对称性.

4 Mei对称性导致的新型守恒量

命题 1 如果无限小生成元 ξ0, ξs 是弱非完整

系统 (1) 和 (2), 或与之相应的完整系统 Lagrange
方程 (3)的 Mei对称性的生成元,且存在规范函数
GX = GX (q, q̇, t,µ)满足结构方程

∂X (1)
(
L
)

∂ t
−X (1)(Qs +Λs

)
q̇s +

dGX

dt
= 0, (20)

其中

d
dt

=
∂
∂ t

+ q̇s
∂

∂qs
+ q̈s

∂
∂ q̇s

. (21)

则弱非完整系统 (1)和 (2),或与之相应的完整系统
Lagrange方程 (3)的Mei对称性可以导致精确新型
守恒量

IX = X (1)(L
)
−

∂X (1)
(
L
)

∂ q̇s
q̇s +GX = const. (22)

证明 将 (22)式对时间 t 求导,并利用方程 (21),得

d
dt

IX =
∂X (1)(L)

∂ t
+

∂X (1)(L)
∂qs

q̇s +
∂X (1)(L)

∂ q̇s
q̈s

− d
dt

∂X (1)(L)
∂ q̇s

q̇s −
∂X (1)(L)

∂ q̇s
q̈s +

d
dt

GX

=
∂X (1)(L)

∂ t
−Es

[
X (1)(L)

]
q̇s +

d
dt

GX . (23)

将判据方程 (17)代入 (23)式,可得

d
dt

IX =
{

X (1)(Qs +Λs)−Es
[
X (1)(L)

]}
q̇s = 0. (24)

证毕.

命题 2 如果无限小生成元 ξ0, ξs 是弱非完整

系统 (1) 和 (2), 或与之相应的完整系统 Lagrange
方程 (3) 的强 Mei 对称性的生成元, 且存在规范
函数 GX = GX(q, q̇, t,µ) 满足结构方程 (20), 则弱
非完整系统 (1)和 (2),或与之相应的完整系统 La-
grange方程 (3)的强Mei对称性可以导致精确新型
守恒量 (22).
命题 3 如果无限小生成元 ξ0, ξs 是弱非完整

系统 (1) 和 (2) 或方程 (3) 相应的一次近似完整系
统 Lagrange方程 (8)的Mei对称性的生成元,且存
在规范函数 GX = GX (q, q̇, t,µ)满足结构方程

∂X (1)(L)
∂ t

−X (1)(Qs +Λs0 +µΛs1)q̇s +
dGX

dt

=0, (25)

其中

d
dt

=
∂
∂ t

+ q̇s
∂

∂qs
+(αs0 +µαs1)

∂
∂ q̇s

. (26)

则一次近似完整系统 Lagrange方程 (8)Mei对称性
可以导致近似新型守恒量 (22).
命题 4 如果无限小生成元 ξ0, ξs 是弱非完整

系统 (1)和 (2)或方程 (3)相应的一次近似完整系统
Lagrange方程 (8)的强 Mei对称性的生成元,且存
在规范函数 GX = GX(q, q̇, t,µ)满足结构方程 (25),
则一次近似完整系统 Lagrange 方程 (8) 的强 Mei
对称性可以导致近似新型守恒量 (22).

5 算 例

下面, 我们将给出一个例子说明以上结果的
应用.
在弱非完整系统中,一单位质量的质点在垂直

于地球表面的二维空间内运动,其 Lagrange函数、
广义力和弱非完整约束方程分别为

L =
1
2
(q̇2

1 + q̇2
2)−q1, (27)

Q1 =Q2 = 0, (28)

f =q̇2 −µtq̇1 = 0. (29)

研究系统的Mei对称性与新型守恒量.
将 (27)—(29)式代入方程 (2)可得

q̈1 +1 =−λ µt, q̈2 = λ . (30)

由 (29)和 (30)式得

λ =
µ q̇1 −µt
1+µ2t2 . (31)
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因此得

q̈1 +1 =−µ2tq̇1 −µ2t2

1+µ2t2 , q̈2 =
µ q̇1 −µt
1+µ2t2 . (32)

做计算有

X (1)(L) =−ξ1 +
(
ξ̇1 − q̇1ξ̇0

)
q̇1

+
(
ξ̇2 − q̇2ξ̇0

)
q̇2. (33)

E1[X (1)(L)] =ξ̈1 −2q̈1ξ̇0 −2q̇1ξ̈0. (34)

E2[X (1)(L)] =ξ̈2 −2q̈2ξ̇0 −2q̇2ξ̈0. (35)

Q1 +Λ1 =− µ2tq̇1 −µ2t2

1+µ2t2 ,

Q2 +Λ2 =
µ q̇1 −µt
1+µ2t2 . (36)

X (1)(Q1 +Λ1) =−ξ0
µ q̇1 −µ3t2q̇1 −2µ2t(

1+µ2t2
)2

−
(
ξ̇1 − q̇1ξ̇0

) µt
1+µ2t2 ,

X (1)(Q2 +Λ2) =ξ0
µ3t2 −2µ3tq̇1 −µ(

1+µ2t2
)2

+
(
ξ̇1 − q̇1ξ̇0

) µ
1+µ2t2 . (37)

Mei对称性的判据方程 (17)表示为

ξ̈1 −2q̈1ξ̇0 −2q̇1ξ̈0 =−ξ0
µ q̇1 −µ3t2q̇1 −2µ2t(

1+µ2t2
)2

−
(
ξ̇1 − q̇1ξ̇0

) µt
1+µ2t2 ,

ξ̈2 −2q̈2ξ̇0 −2q̇2ξ̈0 =ξ0
µ3t2 −2µ3tq̇1 −µ(

1+µ2t2
)2

+
(
ξ̇1 − q̇1ξ̇0

) µ
1+µ2t2 . (38)

由限制方程 (19)得

−ξ0µ q̇1 −
(
ξ̇1 − q̇1ξ̇0

)
µt + ξ̇2 − q̇2ξ̇0 = 0. (39)

取生成元

ξ0 =0,

ξ1 = ln(q̇1 +µtq̇2 −µq2 + t),

ξ2 =0. (40)

将 (40)式代入 (33), (37)式得

X (1)(L) =− ln(q̇1 +µtq̇2 −µq2 + t). (41)

X (1)(Q1 +Λ1) = X (1)(Q2 +Λ2) = 0. (42)

将 (41), (42)式代入结构方程 (20)得

GX =
µq2 + t

q̇1 +µtq̇2 −µq2 + t
. (43)

由规范函数 (43)和守恒量 (22)式给出

IX1 = 1− ln(q̇1 +µtq̇2 −µq2 + t). (44)

对于一次近似系统,由方程 (11)可得

q̈1 +1 = 0, q̈2 = µ q̇1 −µt. (45)

做计算有

Q1 +Λ10 +µΛ11 =0,

Q2 +Λ20 +µΛ21 =µ q̇1 −µt. (46)

X (1)(Q1 +Λ10 +µΛ11
)
=0,

X (1)(Q2 +Λ20 +µΛ21
)
=−ξ0µ +

(
ξ̇1 − q̇1ξ̇0

)
µ.
(47)

由Mei对称性的判据方程 (18),得

ξ̈1 −2q̈1ξ̇0 −2q̇1ξ̈0 =0,

ξ̈2 −2q̈2ξ̇0 −2q̇2ξ̈0 =−ξ0µ +
(
ξ̇1 − q̇1ξ̇0

)
µ . (48)

由限制方程 (19)得

−ξ0µ q̇1 −
(
ξ̇1 − q̇1ξ̇0

)
µt + ξ̇2 − q̇2ξ̇0 = 0. (49)

取生成元

ξ0 = 0, ξ1 = ln
(
q̇1 + t

)
, ξ2 = 0. (50)

将 (50)式代入 (33), (47)式得

X (1)(L) =− ln
(
q̇1 + t

)
, (51)

X (1)(Q1 +Λ10 +µΛ11
)
= X (1)(Q2 +Λ20 +µΛ21

)
=0. (52)

将 (51), (52)式代入结构方程 (25)得

GX =
t

q̇1 + t
. (53)

由规范函数 (53)和守恒量 (22)式给出

IX2 = 1− ln
(
q̇1 + t

)
. (54)

根据命题 2和命题 4可知, IX1 是弱非完整系统 La-
grange 方程的强 Mei 对称性导致的精确新型守恒
量, IX2 是弱非完整系统 Lagrange方程的强 Mei对
称性导致的近似新型守恒量.
根据方程 (32),将表达式 (54)对 t 求导数,得

İX2 =− q̈1 +1
q̇1 + t

=

µ2tq̇1 −µ2t2

1+µ2t2

q̇1 + t

=
µ2tq̇1 −µ2t2(

1+µ2t2
)(

q̇1 + t
) = O

(
µ3). (55)

所以 IX2 是弱非完整系统 Lagrange 方程的强 Mei
对称性导致的近似新型守恒量.
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6 结 论

本文提出了弱非完整系统 Lagrange 方程的

Mei对称性导致的新型守恒量的理论,主要研究了

系统的精确新型守恒量和近似新型守恒量. 在小参

数 µ 等于零或 1时,本文的结论自然适用于一般完

整系统或非完整系统. 文中将广义约束力 Λs 按小

参数 µ 的幂级数展开而求得近似新型守恒量的方
法,可以推广并应用于其他带小参数的力学系统和
物理系统.本文由Mei对称性的导致的新型守恒量
也可以推广到其他约束力学系统,并逐步成为动力
学系统中通用性的守恒量. 因此,本文所得的结果,
对完善和发展力学系统的 Mei对称性和守恒量理
论具有较大的意义.
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Abstract
A type of structural equation, new exact and approximate conserved quantity which are deduced from Mei symmetry of Lagrange

equations for a weakly nonholonomic system, are investigated. First, Lagrange equations of weakly nonholonomic system are estab-
lished. Next, under the infinitesimal transformations of Lie groups, the definition and the criterion of Mei symmetry for Lagrange
equations in weakly nonholonomic systems and its first-degree approximate holonomic system are given. And then, the expressions
of new structural equation and new exact and approximate conserved quantities of Mei symmetry for Lagrange equations in weakly
nonholonomic systems are obtained. Finelly, an example is given to study the question of the exact and the approximate new conserved
quantities.
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