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弹性壳结构静力与动力分析的光滑粒子法*
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本文通过采用移动最小二乘函数作为近似函数和完全拉格朗日方程作为近似方程来改善光滑粒子法的稳定性

和数值精度;在此基础上,提出了壳结构静力分析的光滑粒子法,并完善了壳结构动力分析方法;最后,采用国际公

认的壳结构的标准测试模型对静力和动力问题分别进行了验证,所得结果与已有数据吻合良好,证明了本文数值模

型的有效性和可靠性,为光滑粒子法进一步在裂纹、破碎等非线性壳结构中的应用提供参考.
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1 引 言

空间壳结构已广泛应用在工业生产与生活的

各个方面,包括船舶与海洋工程、航空航天、土木

工程、冶金等,研究空间壳结构在不同载荷作用下

的响应意义重大. 多年来涌现了众多壳结构的研

究方法, 包括实验研究、理论研究和数值研究: 实

验研究 [1−3] 由于代价高和移植性差等特点, 并不

能广泛采用; 理论研究 [4−6] 对于简单模型十分有

效, 但对于复杂壳结构仍存在很大局限性; 数值研

究 [7−19] 随着计算机技术的发展进步迅猛,其中有

网格算法发展最快,典型的有限元方法已经涌现了

众多大型软件, 然而由于受网格的限制, 网格算法

在结构裂纹、破碎等非线性问题中遇到了不少难

题,扩展有限元方法 (XFEM)、节点松弛等新兴算

法 [20−22] 仍应用受限; 基于上述缺点, 近年来许多

学者将目光转向了无网格算法 [11−19],典型的无单

元 Garlekin算法文献众多 [7−9],此方法数值精度和

稳定性可观,然而由于其为弱形式的基于背景网格

积分的方法, 在处理断裂等问题时也存在困难;作

为强形式的完全不依赖于网格的无网格光滑粒子

法 (smoothed particle hydrodynamics, SPH) 方法近

年来在低速流动、自由液面问题 [23−25] 中发展迅

速, 然而由于受精度和稳定性等局限, 在固体力学

方面的应用发展缓慢,特别是由于壳单元、梁单元

的缺失,在许多工程应用中十分受限.传统 SPH方

法的核函数由于存在完备性缺陷,直接影响着收敛

性和数值精度.由于正则化 SPH (NSPH)[26] 和移动

最小二乘 SPH (MLSPH)[27,28] 等近似方法可保证近

似函数的完备性,同时基于初始未变形构型的完全

拉格朗日 SPH (TLSPH) 方程 [29,30], 十分擅长处理

大变形等非线性问题,所以从改善近似函数和近似

方程两方面改善 SPH方法的数值精度和稳定性前

景可观.

SPH壳单元突破了薄壁结构 3D实体建模的技

术难题, 但对于数值精度和稳定性要求非常严格,

作为在强形式无网格算法中几乎唯一成功的壳单

元案例, Combescure等 [31,32] 基于 Mindlin-Ressiner

理论提出了 SPH 壳单元的思想, 仅以一层粒子为

研究对象来捕捉壳的动态响应特性. 本研究基

于 Combescure等人的思想 [31,32],首先从改善传统

SPH方法的稳定性和数值精度的角度论述 SPH壳

单元的近似函数和近似方程, 然后给出适合静力

与动力分析的 SPH 壳单元的简化过程, 最后通过
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国际上壳单元的标准测试模型以及已有的结果对

本文的 SPH壳单元的静力与动力分析结果进行验

证分析.

2 理论背景

2.1 高阶完备性的近似函数

近似函数的完备性对于 SPH方法的收敛性及

数值精度至关重要.通常满足零阶和一阶完备性是

十分必要的,可分别表示为:

∑
b

Wab = 1, ∑
b

∇Wab = 0, (1)

∑
b

Wabxb = xa, ∑
b

∇Wabxb = I. (2)

传统核函数W 由于存在严重的边界缺陷,为了

保证计算精度,许多改进核函数完备性的办法被提

出,典型的修正零阶完备性的方法见文献 [33—35],

修正一阶完备性的方法见文献 [36—39]. 其中, 满

足高阶完备性的移动最小二乘函数 (MLS)在许多

无网格算法中被广泛采用 [27,28],其表达式为

N(x) = pT(x)G−1(x)H(x), (3)

其中 x1,x2, · · · ,xk, · · · ,xn 为 x邻域内点;

G(x) =∑
k

Wk(x)p(xk)p
T(xk), (4)

H(x) =
[
W1(x)p(x1)W2(x)

×p(x2) · · ·Wn(x)p(xn)
]
, (5)

pT(x)为不同阶的基函数,如表 1所示,其中 l 为阶

数, m为项数,则 m = (l +1)(l +2)/2.

表 1 不同阶数的二维基函数

l m pT(x)

0 1 1

1 3 1, x, y

2 6 1, x, y, x2, xy, y2

3 10 1, x, y, x2, xy, y2, x3, x2y, xy2, y3

4 15 1, x, y, x2, xy, y2, x3, x2y, xy2, y3, x4, x3y, x2y2, xy3, y4

MLS函数前两阶次的导数表示为

N,i =φT
,iH+φTH,i, (6)

N,i j =φT
,i jH+φT

,iH, j +φT
, jH,i +φTH,i j, (7)

其中下标 “,i”, “,i j”分别表示相对于空间坐标的一

阶和二阶导数, 例如 B,x 等价为
∂B
∂x

, B,xy 则表示

∂ 2B

∂x∂y
;此外,

φ=G−1p, (8)

φ,i =G−1(p,i −G,iφ), (9)

φ,i j =G−1(p,i j −G,iφ, j −G, jφ,i −G,i jφ). (10)

MLS函数能够构造满足任意阶数完备性的近似函

数,所以本文在 SPH壳单元中采用 MLS函数作为

近似函数. 实践证明,高阶的MLS函数对于壳单元

的剪切自锁现象亦十分有效,参见文献 [10, 40].

2.2 高稳定性的 SPH固体方程

传统 SPH方法为更新的拉格朗日方法,采用的

是相对于空间位置坐标的欧拉 (Euler)意义上的近

似函数, 支持域在时间与空间上是实时更新的, 这

对于处理易变形且变形剧烈的流体问题极为适合.

然而,在处理固体模型时,由于变形程度有限,相邻

粒子变化一般不大, 采用完全拉格朗日思想, 依托

于物质坐标,粒子的支持域仅需在初始时搜索一次,

这无疑会大大节省计算资源,同时可有效克服数值

断裂现象 [32], 如图 1所示. 同时, 相对于初始构型

的完全拉格朗日近似函数对于处理大变形问题也

十分有利.

完全拉格朗日框架下,质量、动量和能量守恒

方程可分别记为 [41]

ρ0J0 = ρJ, (11a)

ρ0ü= ∇0P +ρ0g, (11b)

ρ0ė = Ḟ :P T, (11c)

其中 ρ , ρ0 分别为当前密度和初始密度; J, J0 分别

为 Jacobian行列式和初始 Jacobian行列式; u, e分

别表示位移和内能; P 为名义应力张量; F 为变形

梯度张量; g 为体力; 上标 “·” “··”分别表示对时间
的一阶和二阶导数. 若忽略热力学效应以及质量与

能量之间的转化,则质量和能量守恒是自然满足的.

因此, 在完全拉格朗日框架下, 通过粒子近似 [42],

动量守恒的离散形式为

ρ0üa = ∑
b
(Pb −Pa)∇0N +ρ0ga, (12)

其中, a, b为一对相互作用的粒子;
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图 1 更新拉格朗日法与完全拉格朗日法结果对比 (a)为更新拉格朗日法的数值断裂现象; (b)为完全拉格朗日法较好的结果 [32]

需要指出的是, 在材料经历极大变形时, 粒子

的影响域需要更新,相对初始构型的近似函数必须

重新计算,此时已不再是严格意义上的完全拉格朗

日方法,通常超大变形结构的近似函数每隔一定时

间步更新一次.

2.3 高精度格式的 SPH壳理论

本研究壳单元建立在 Combescure 等 [31,43]

的思想上, 基于 Mindlin-Ressiner 理论, 即保留

Kirchhoff-Love 理论关于直法线的假设, 但由于考

虑横向剪切的影响,法线在变形后不再垂直于板的

中面. 虽然厚壳理论会存在剪切自锁和薄膜自锁现

象, 但由于高阶完备性近似函数的应用, 为此难题

提供了很好的解决平台 [10,40]. 壳上每个点有五个

自由度,如图 2所示, 三个沿轴向的平动自由度和

两个绕轴的转动自由度,缺失绕法线的旋转 [31,43].

2.3.1 构型的定义
壳结构的描述需要确定三个构型 [31,43],如图 3

所示, 即全局构型 Sg, 初始局部构型 SL0 和当前局

部构型 SL. 全局构型 Sg 与大地固连; 局部构型由

壳的两条正交切线和法线确定,壳的任意两条切线

τ1, τ ′
1 可定义为

τ1 =
∂X
∂x

, τ ′
1 =

∂X
∂y

, (13)

则法线为

n= τ1 ×τ ′
1. (14)

以其中一条切线和法线可获得正交的切线

τ2 = τ1 ×n. (15)

这样 τ1, τ2, n就构成了局部构型.

本研究约定X , x0, x和 U , u0, u分别表示在

Sg, SL0, SL 构型内任意点的位置矢量和位移矢量,

则三个不同构型之间的旋转关系为

x0 =R0X, (16)

x=RX, (17)

其中 R0, R 为正交的旋转矩阵, 即 R−1
0 = RT

0 ,

R−1 =RT.

图 2 粒子的五个自由度

图 3 构型的定义
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连接未变形 (初始)的构型和变形 (当前)的构

型的变形梯度张量 F 可表示为

F =
∂x
∂X

=


∂x
∂X

∂x
∂Y

∂x
∂Z

∂y
∂X

∂y
∂Y

∂y
∂Z

∂ z
∂X

∂ z
∂Y

∂ z
∂Z

 . (18)

因此变形梯度的 Jacobian行列式可记为

J = |F |. (19)

2.3.2 壳运动的描述
在 Sg 内, 壳的任意一点的位置可由一对变量

(Xm, n)描述,其中Xm(Xm,Ym,Zm)表示壳的中面上

点的位置,下标 “m”表示中面物理量; n(nX ,nY ,nZ)

表示中面的单位法线.则横截面内的任意一点位置

表示为

X =Xm +ξ ·n,ξ ∈ [−d/2,d/2]. (20)

式中 ξ 为壳截面内点与中面距离; d 为板厚.

在 SL 内, 壳的任意一点的位移可由一对变量

(um, θ)表示,其中 um(um,vm,wm)表示壳的中面上

点的位移,与坐标轴的正向同向; θ(θx,θy,0)为法线

旋转角度, θx,θy 分别为中面的法线在 xz, yz平面内

的旋转角度,以 x,y轴旋转 90◦ 至 z轴方向为正. 因

此壳横截面内的任意一点位移表示为

u= um −ξ ·θ,ξ ∈ [−d/2,d/2]. (21)

2.3.3 应变的度量
在非线性连续介质力学中存在多种应变和应

变率的度量, 本研究采用 Green-Lagrangian应变的

度量. 完全拉格朗日框架下, 应变的度量在初始构

型内, 通过变形关系转换到当前构型内应用本构

关系 [43].

在构型 SL0 内以位移梯度表示的 Green-

Lagrangian应变 [41]为

E =
1
2
((∇0u)

T +∇0u+∇0u(∇0u)
T)

=EC +EL, (22)

其中 EC 为在厚度方向为常量的应变分量, 包括

膜应变、等效的横向剪切应变等; EL 表示在厚

度方向上成线性变化的应变分量, 包括弯曲应变

等. 通常在大挠度时, 壳的非线性膜应变会计入线

性分量, 而非线性的剪切应变和弯曲应变在 SPH

壳模型中不予考虑.根据 Green-Lagrangian应变与

Euler-Almansi应变的定义,

E =
1
2
(F T ·F −I), (23a)

ε=
1
2
(I−F−T ·F−1). (23b)

故在 SL 内 Euler-Almansi应变为

εC =R ·F−T ·RT
0 ·EC ·R0 ·F−1 ·RT, (24a)

εL =R ·F−T ·RT
0 ·EL ·R0 ·F−1 ·RT. (24b)

2.3.4 应力的度量
在非线性问题中, 应力的度量有 Cauchy 应力

σ 和名义应力 T 等. 在完全拉格朗日框架下, 动

量方程是以名义应力表示的, 故通过当前构型的

Euler-Almansi求得当前构型的真实应力即 Cauchy

应力,再转换为名义应力的应力度量 [43].

若以 εC, εL 应变来表示广义应变,则应用本构

关系可得广义应力 σC 与 σL, 因此, 通过在板厚方

向的积分,可得广义内力与广义应力的关系

Ti j = σCi jd, Siz = σCizd,

Mi j = σLi jd3/12 i, j = x,y, (25)

Ti j,Siz,Mi j 分别为壳截面内单位长度的中面应力、

剪力、弯矩.根据力的不同性质,可记为

T =


Txx Txy 0

Tyx Tyy 0

0 0 0

 ,

S =


Sxz

Syz

0

 ,

M =


Mxx Mxy 0

Myx Myy 0

0 0 0

 , (26)

因此,转换为 Sg 内的名义应力为
[41]

Tg = JF−1RTTR, (27)

Sg = JRTS, (28)

Mg = JF−1RTMR, (29)

2.3.5 空间的离散
在 Sg 内,平衡微分方程可表达为

∇0 ·Tg = ρ0dÜ , (30)
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∇0 ·Mg +Sg = I0Θ̈g. (31)

因此进行粒子离散后得

∑
b
(Tg)b∇0Nab = ρ0d(Üg), (32)

∑
b
(Mg)b∇0Nab +(Sg)a = I0(Θ̈g)a, (33)

其中, I0 为考虑转动的影响系数, Θ 为 Sg 内法线旋

转角度.

为了克服减缩积分所带来的沙漏奇异模式,通

常在 SPH粒子中布置另一系列类似于高斯积分点

的粒子即应力点 [26,44,45],顾名思义,这些点主要用

于应力的计算, 而它们的运动量由周围 SPH 粒子

插值获得; SPH粒子的应力来自于周围应力点的插

值,而运动量由动量方程获得.

2.3.6 时域的离散
本研究在时域内采用 Newmark 方法进行离

散 [41],它可实现显式和隐式分析的时间积分器. 在

这个时间积分器内,更新的位移和速度为

Ut+∆t = Ũt+∆t +β∆t2Üt+∆t , (34)

U̇t+∆t =
˜̇Ut+∆t + γ∆tÜt+∆t , (35)

其中

Ũt+∆t =Ut +∆tU̇t +
∆t2

2
(1−2β )Üt , (36)

˜̇Ut+∆t = U̇t +(1− γ)∆tÜt , (37)

其中, β > γ
2
> 1

4
为无条件稳定.

在本研究中,动力分析主要应用Newmark的显

式积分,类似于预测 -修正的形式 [46],其中 Ũt+∆t 为

预测值, Ut+∆t 为修正值;在静力问题中, 由于 SPH

方法为显式动力分析代码, 所以无法应用到隐式

分析中, 故本研究中提出十分简单方便的准静力

分析办法. 主要思路为采用 SPH 动力分析的显式

代码, 但在计算过程中施加一定的人工阻尼, 借鉴

Monaghan 等 [47] 提出的光顺技术, 对速度 U̇ 采用

如下处理:

˜̇Ua = U̇a+ς
[(

∑
b
U̇bNab

)/(
∑
b

Nab

)
−U̇a

]
. (38)

这样能量会逐渐的耗散, 最终达到静力平衡, 其中

参数 ς 直接关系收敛和平衡的速率,一定范围内, ς
越大,平衡速率越快,文中 ς = 0.5.

角度的更新主要用于更新节点法线,本研究采

用 Rodrigue乘法公式 [48],其形式为

nt+∆t =Rt+∆tn0, (39)

Rt+∆t = ∆RRt , (40)

其中 ∆R 为在 [t, t +∆t] 内的旋转增量, 若 ΘX , ΘY ,

ΘZ 分别表示此时间段内角度增量,则

∆R=


cosΘY cosΘZ −cosΘY sinΘZ sinΘY

cosΘX sinΘZ + sinΘX sinΘY cosΘZ cosΘX cosΘZ − sinΘX sinΘY sinΘZ −sinΘX cosΘY

sinΘX sinΘZ − cosΘX sinΘY cosΘZ sinΘX cosΘZ + cosΘX sinΘY sinΘZ cosΘX cosΘY

 (41)

3 理论实践

3.1 弹性壳结构静力分析

3.1.1 方形壳的静力变形

首先以一个非常简单的模型为例,来证明本文

SPH壳单元静力分析的有效性与可行性. 如图 4所

示, 四周刚性固定方形壳的 1/4 计算模型, 其中边

长 a = 1 m,整个壳体受均布面载荷 q. 壳的材料参

数为: 弹性模量 E = 2.0× 1011 Pa, 泊松比 υ = 0.3,

密度 ρ = 7800 kg·m−3,厚度 d 为变量. 整个模型被

离散为 2601个 SPH粒子和 2500个应力点,等粒子

间距 0.02 m. 板的中心处挠度最大值的理论解 [4]:

w = kqa4/D, (42)

其中弯曲刚度 D = Ed3/12(1− v2), k为挠度系数.

当 d/a = 0.1 时, SPH 壳的最大变形如图 5 所

示. 恒定载荷 q = 1 MPa、不同厚跨比 d/a时,通过

不同算法得到的壳中点的挠度如图 6所示, SPH壳

的静力分析结果与理论解十分接近,误差在 ±1.0%

左右; 厚跨比 d/a = 0.1、不同载荷时,壳中心的挠

度如图 7所示,可以看出,此时 SPH壳的计算结果

与其他算法几乎重合, 保持着较高的精度, 这初步

证明了 SPH壳方法在解决静力分析时具有较好的

数值精度.
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图 4 刚性固定方形壳的 1/4计算模型

图 5 SPH方形壳的最大变形 (d/a = 0.1)

图 6 恒定载荷、不同厚跨比时壳中心的挠度

3.1.2 筒形穹顶的静力变形
基于上述研究,采用国际测试壳单元的标准模

型 [49] 进一步测试本文壳单元的分析精度和可靠

性. 筒形穹顶 (the barrel vault roof)为其中之一,如

图所示, 深度弯曲的穹顶的曲边被隔板支撑, 直边

为自由端, 整个穹顶在自身的重力作用下变形. 此

问题令人感兴趣的是在穹顶的中心处会在垂直向

下的自身的重力作用下向上运动,这也是此问题在

数值上的难点所在.

图 7 厚跨比恒定、不同载荷时壳中心的挠度

如图 8 所示, 筒形穹顶几何参数为: 半径 R =

7.62 m,长度 L = 15.24 m,厚度 d = 0.0762 m,半跨

度 θ = 40◦,曲边受隔板限定满足 uX = uY = θZ = 0.

材料参数为: 密度 ρ = 5766.55 kg·m−3 弹性模量

E = 2.068 × 1010 Pa, 泊松比 υ = 0. 重力加速度

g = 9.8 m·s−2,测点 A, B, C分别位于壳的中心、直

边中点和曲边中点. 整个壳体变形过程处于膜应力

和不可延展的弯曲应力的复杂的应力状态,壳体的

最终变形如图 9所示,对应的沿曲线 AB, CA的垂

向挠度如图 10 和图 11 所示, 可以看出, 在壳的中

心处产生了向上的挠度, SPH壳单元的计算结果与

Krysl等 [7]的 EFG结果和 Simo等 [50]的 FEM结果

相近,但更接近 EFG算法.

图 8 筒形穹顶 SPH计算模型
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图 9 筒形穹顶的最大变形 (×10)

图 10 沿曲线 AB的垂向挠度

3.2 弹性壳结构动力分析

3.2.1 球冠的瞬态冲击响应
为了考察在膜力和弯曲应力共同作用下壳体

的动响应特性,首先建立如图 12所示的模型,刚性

固定的球冠在 q = 4.14 MPa的阶跃面载荷作用下

开始振动.壳体的几何参数为:半径 R = 0.577 m,厚

度 d = 0.01041 m,半跨度 θ = 26.67◦;材料参数为:

弹性模量 E = 7.24×1010 Pa,泊松比 υ = 0.3,密度

ρ = 2618 kg·m−3. 测点 G位于球冠的极点.

将本文的计算结果与文献 [51]和 [52]的 EFM

结果进行对比,对应的球冠中心点处的垂向挠度曲

线如图 13所示, 其中 A-F点对应时刻的变形如图

14所示,可以看出,球壳受膜力和弯曲力的共同作

用发生了较大的变形过程,三者的计算结果非常接

近, 壳的振动幅值以及周期均比较符合, 不同的是

在振动时的相位发生了一点偏差,但总体来看, SPH

壳单元的动力分析结果与前人结果符合较好.

图 11 沿曲线 CA的垂向挠度

图 12 球冠的 SPH计算模型

图 13 球冠中心点的垂向挠度
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图 14 球冠在典型时刻的变形 (×15) (a)—(f)分别对应曲线中 A—F时刻

3.2.2 圆锥壳的瞬态冲击响应
基于上述研究, 本文建立了 Li 等 [12] 在计

算力学权威杂志发表的用于测试重构核粒子方

法的计算模型, 如图 15 所示, 截顶的圆锥壳, 底

部半径 R = 0.0508 m, 顶部半径 r = 0.0254 m, 高

H = 0.0254 m, 厚度 d = 0.00127 m, 圆锥壳的底部

圆周刚性固定,截顶端以恒定的垂直向下的速度 V

运动,本模型的难度在于顶部的拉拽使壳体从内部

实现翻转, 整个过程非线性大变形, 多种内力耦合

作用严重. 与 Li 不同的是, 本研究的壳材料并未

采用超弹参数和相应的本构关系,文中壳为完全弹

性壳, 材料参数为: 密度 ρ = 7800 kg·m−3, 弹性模

量 E = 2.0× 1011 Pa, 泊松比 υ = 0.3. 壳顶端速度

V = 10 m·s−1.

圆锥壳截面内挠度的变化过程如图 16 所示,

相应的变形如图 17所示,可以看出,整个壳体前期

变形缓慢,但随着挠度的增大,变形呈非线性增长,

这就是所谓的大变形过程的 “突跳” 现象, 这主要

由于顶端的拖曳力会随着顶端的垂向位移交错变

化. 壳体的非线性变形过程实现了圆锥壳体的内

部翻转,这再次证明了本文数值理论的有效性和可

靠性.

图 15 圆锥壳 SPH计算模型

图 16 圆锥壳截面挠度变化
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图 17 SPH方法的圆锥壳变形过程

4 结 论

本文详细阐述了具有较高稳定性和数值精度

的壳结构在无网格光滑粒子法中的简化过程,提出

与完善了弹性壳结构静力和动力分析的光滑粒子

法, 最后采用标准测试模型验证了上述理论. 可以

得出:通过采用高阶完备性的近似函数和基于初始

构型的近似方程, 可有效保证 SPH 方法处理固体

力学问题的数值稳定性和计算精度;基于 Mindlin-

Ressiner 理论的光滑粒子法仅将空间壳结构离散

为一层粒子来捕捉壳的响应特性,克服了 3D实体

建模的昂贵代价, 通用性强且实施方便;文中提出

的采用人工光顺技术对速度处理代替常规算法中

的人工阻尼,可有效实现准静态分析方法, 实施过

程简单易行且计算精度可靠; 针对不同的测试模

型, 包括静力分析和动力分析,数值结果均与既有

数据符合良好, 误差在可控范围内, 特别是对空间

曲面壳体大变形问题仍保留着较好的数值精度,这

无疑为后续的壳板的裂纹、破碎问题打下了良好

的基础.

感谢法国里昂国立应用科学学院 (INSA-Lyon)的 Alain
Combescure教授在本文学习过程中给予的帮助和指导.
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Abstract
Meshfree smoothed particle method has great advantages in dealing with nonlinear problems of solid structures However, due to

the instability and poor accuracy, it has been limited to the application in solid mechanics for a long time; especially the study on shell
structure with smoothed particle method is even rarely reported on account of expensive three-dimensional continuum modeling and
the phenomenon of numerical fracture in the traditional method The moving least square function and total Lagrangian equations are
introduced as an approximation function and approximation equations respectively to improve the stability and numerical accuracy
of smoothed particle method; on this basis, the method of static analysis is proposed, and meanwhile the dynamic analysis method
is also refined. Finally, the internationally recognized standard test models on static and dynamic problems are adopted to verify the
above shell theory, and the results are in good agreement with the existing data, which proves the validity and reliability of the present
numerical model. This paper aims to provide a reference for the further research of smoothed particle method on nonlinear shell
structures, such as crack, crushing, etc.
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