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中空圆柱形边界条件下非线性介质中的晶格孤子*
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本文采用自相似方法求解中空圆柱形边界贝塞尔晶格中变系数非线性薛定谔方程,得到了与数值模拟解一致

的解析解,表明由非衍射贝塞尔光束诱导的光子晶格可支持稳定的自相似孤子簇. 精确解 ψmn 是 n+2层, 2m极的

多极孤立波,其形状及大小在传播过程中保持不变.
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1 引 言

在光子晶体中,相邻光学势的线性耦合效应和

非线性效应影响着孤子的动力学行为,当这两种效

应恰好到达平衡时则形成自陷状态,会产生晶格孤

子或离散孤子. 线性折射率的空间调制深远地影响

着光束的衍射特性和孤子的特性 (包括涡旋孤子和

项链孤子) . 光折变液晶中的晶格孤子已经在理论

上被提出并被实验证实存在,在光折变液晶材料中,

折射率的调制可被光学诱导 [1−4]. 贝塞尔光子晶格

拥有圆柱形对称性,可以被相应的非衍射光束所诱

导. 这里假设折射率的轮廓是由 m 阶贝塞尔光束

诱导产生的,这有助于涡旋孤子和项链孤子的形成.

原则上讲, 在光折变半导体液晶材料 (如 GaAs:Cr

和 InP:Fe) 中, 非线性系数、衍射和折射率调制深

度都随着传播距离而改变, 这样的实验条件是可

以被控制的 [5−8]. 非线性偏微分数理方程的解析

解是理论物理学家和应用数学家特别感兴趣的课

题.关于描述光束传播或光脉冲演化的一维非线性

薛定谔方程,出现了很多解析求解方法及相应的解

析解 [9−14]. 然而, 据我们所知, 高维非线性薛定谔

方程的求解要困难得多,比较少见有相关的求解方

法 [7−10]. 本文考虑含贝塞尔晶格势的二维变系数

非线性薛定谔方程, 在中空圆柱形边界条件下, 得

到自相似孤立波解.

2 贝塞尔晶格中的自相似解

在伴有横向折射率调制的块状非线性介质中,

我们考虑光沿 z轴的传播.通常,光场的复振幅是由

变系数广义薛定谔方程描述的 [7,8]:
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拉斯算符, β (z) 为衍射系数; γ(z) 为非线性系数,

γ(z)> 0代表聚焦型,反之为散焦型; p(z)是与折射

率调制深度成正比的参量; R(r,φ,z)代表横向折射
率的轮廓; g(z)代表增益分布系数. 根据自相似法,
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设方程 (1)的相似解的形式为

ψ(r,φ,z) =
1

1− c0D(z)
F
(

r
1− c0D(z)

)
×Φ(φ)e

G(z)
2 +i[a(z)+c(z)r2], (2)

其中 c0 为非零常数, r =
√

x2 + y2

D(z) = 2
∫ z

0
β (z′)dz′, (3)

G(z) =
∫ z

0
g(z′)dz′. (4)

设

w(z) = 1− c0D(z), (5)
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分离实部和虚部得到
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比较 (7)式中 F(θ)和
dF(θ)

dθ
的系数得
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, (9)
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= 2β (z)c2(z), (10)

将 (9), (10)式代入 (8)式并整理得到
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其中
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可得
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其通解为

Φ(φ) =
1√

1+q2
[cos(mφ)+ iqsin(mφ)], (18)

其中 q代表光强调制深度, 0 6 q 6 1,根据周期边界

条件,角量子数 m为整数. 将 (13)式和 (17)式代入

方程 (11)得到

θ 2 d2F(θ)
dθ 2 +θ

dF(θ)
dθ

+(λ 2θ 2 −m2)F(θ)

+Π(z,r,φ) = 0. (19)

(19)式中前三项都与相位角 φ 无关,而 Π(z,r,φ)是
φ 的函数,所以 Π(z,r,φ) = 0,由此可推出

p(z) =
−eG(z)γ(z)
[1− c0D(z)]2

, (20)

以及光子晶格函数

R(z,r) = [F(θ)Φ(φ)]2. (21)

由 (19)得到整数阶贝塞尔方程

θ 2 d2F(θ)
dθ 2 +θ

dF(θ)
dθ

+(λ 2θ 2 −m2)F(θ)

=0, (22)

其解为

F(θ) =C1Jm(λθ)+C2Nm(λθ), (23)
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其中 m阶贝塞尔函数
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3 中空圆柱中自相似孤立波

由于坐标原点 (θ = 0) 为诺伊曼函数的奇点,

如上函数所表示的波在实心圆柱中不存在. 于是

我们考虑在中空圆柱条件下的孤立波解. 不失一

般性,我们假设衍射系数和非线性系数的分布如下

β (z) = β0 e−σz, γ(z) = γ0 eαz. 易得此时方程 (1)的孤

立波解为

ψ(r,φ,z) =
1

1− c0D(z)
F
(

r
1− c0D(z)

)
Φ(φ)e
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}
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其中 a0, c0, β0 是任意非零系数.
在中空圆柱形边界条件下

ψ0|r=r1 = [C1Jm(λ r1)+C2Nm(λ r1)]

×Φ(φ)ei(a0+c0r2
1)

= 0, (27)

ψ0|r=r2 = [C1Jm(λ r2)+C2Nm(λ r2)]

×Φ(φ)ei(a0+c0r2
2)

= 0 (28)

其中 r1, r2 为中空圆柱形的内外半径. 由上两

式可得

C1Jm(λ r1)+C2Nm(λ r1) = 0, (29)

C1Jm(λ r2)+C2Nm(λ r2) = 0. (30)

这个齐次线性方程组只能解出无意义的 C1 =C2 =

0,除非系数行列式等于零,即

Jm(λ r1)Nm(λ r2)− Jm(λ r2)Nm(λ r1) = 0. (31)

设方程的根为 λ n
m,代入 (29)式,求得 C2n 与 C1n 的

比值

κn =
C2n

C1n
=− Jm(λ n

mr1)

Nm(λ n
mr1)

, (32)

为简化表示,令

Fmn(θ) =C1nJm(λ n
mθ)+C2nNm(λ n

mθ),

则 (26)式可表示为

ψmn(r,φ,z) =
σ

(σ −2c0β0)+2c0β0 e−σz Fmn(θ)Φ(φ)

× e
−(α+σ)z

2 +i
{

a0+
λ2σ
4c0

[
1

(σ−2c0β0)+2c0β0 e−σz − 1
σ

]
+

c0σr2

(σ−2c0β0)+2c0β0 e−σz

}
. (33)
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我们取材料内径为 r1 = 1,外径为 r2 = 8. 图 1

中给出了在此边界条件下函数 Fmn 在 m = 0, n = 1,

2, 3, 4时对应的几条函数曲线.图中函数特点是在

边界处函数值为零,在边界内,有多个极值,由内向

外,极值的绝对值是依次减小的.

图 2 中第一行和第二行是 |ψ10|2 在 z = 0(第

一列), z = 10(第二列), z = 20(第三列)和 z = 30(第

四列) 处的解析解的光强分布三维图 2(a1)—(d1)

及其在 x-y 平面上的投影图 2(a2)—(d2). 这里取

参数 σ = 0.01, a0 = c0 = q = 1, α = β0 = −0.01,

m = g(z) = 0. 可以看出, 中空圆柱中孤立波的波

形在传播过程中不发生改变, 只是光波强度发生

变化. 我们并用数值模拟对孤立波的稳定性予以

检验. 采用解析解的初始解作为数值模拟的初始

条件并加以 σ2 = 0.05的白噪声, 利用基于有限元

的数值计算软件Multiphysics Comsol对方程 (1)进

行数值模拟. 结果如图 2(e)—(h) 所示. 显然, 白

噪声并没有导致孤立波的坍塌, 说明孤立波是稳

定的. 这是因为光子晶格能大大抑制孤子的不稳

定性.

图 3显示的是取 q = 0.5, m和 n分别取 1, 2, 3

时,在 z = 10处的 ψmn 孤子光强分布图. 由图可看

出 ψmn 孤子的振幅包络形状由一套量子数 (n, m)

决定. 亮环的数目为 n+2,而每个光环都是 2m极,

即 ψmn 是 n+2层, 2m极的多极孤子.
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图 1 函数 Fmn 在 m = 0, n = 1, 2, 3, 4时对应曲线

图 2 ψ01 孤子的传播 (|ψ10|2 在 z = 0(第一列), z = 10(第二列), z = 20(第三列)和 z = 30 (第四列)处的三维图 (a1)—(d1)及其在 x-y平
面上的投影图 (a2)—(d2)及 (e)—(h). 前两行是解析解结果,第三行是数值模拟结果)
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图 3 ψmn 孤子光强分布图 (这里 z = 10, q = 0.5,其他参数同图 2) (a1)—(i1)是三维光强图; (a2)—(i2)是光强投影图;三列分别对应
于 n = 1, 2, 3的情况 (第一二行,第三四行,第五六行分别对应 m = 1, 2, 3的情况

4 结 论

本文采用自相似方法求解变系数非线性薛定

谔方程,研究中空圆柱形边界条件下贝塞尔晶格中

的自相似孤子,得到的解析解与数值模拟结果是一

致的,表明由非衍射贝塞尔光束诱导的光子晶格可

能支持稳定的自相似孤子簇. 精确解 ψmn 是 n+ 2

层, 2m极的多极孤立波,其形状及大小在传播过程

中保持不变.
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Abstract
By using the self-similar method to solve the nonlinear Schrödinger eguation with distributed coefficients, the self-similar solitons

in Bessel lattice are studied under the hollow cylinder boundary conditions and the analytical solutions are obtained. Analytical
solutions and numerical solutions are found to be identical. The result indicates that optical lattices induced by non-diffractive Bessel
beams are possible to support stable self-similar soliton clusters.
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