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场与非线性介质原子相互作用模型的

量子纠缠动力学特性*
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在场和非线性介质原子相互作用模型下,利用 concurrence和约化 Neumann熵两种纠缠量度,研究推广的二项

式场态和原子基态的量子纠缠动力学.结果表明 concurrence与约化 Neumann熵是正关联占优势;在合适的条件下,

纠缠在较长时间内几乎是不变的. 这有利于量子信息过程.
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1 引 言

由于量子纠缠在量子信息科学中起着非常重

要的作用, 人们提出了多种纠缠量度如约化 Neu-

mann熵, concurrence[1],和负性等 [2]. 约化Neumann

熵是通过计算子系统的约化密度矩阵得到, 能很

好的描述纯态的量子纠缠. 对两量子比特, concur-

rence 能用解析的数学公式计算 [1], 负性是计算部

分转置密度矩阵的迹模 [2]. 尽管它们的定义完全不

同, 但它们能很好地描述纠缠态的特性, 特别是约

化 Neumann熵被广泛地用来研究场与原子相互作

用系统 [3]和其他模型 [4−8]的量子纠缠动力学.

最近文献 [9]给出来任意两组分量子态的 con-

currence, 其优点是不仅考虑了密度矩阵的部分转

置,而且还考虑了密度矩阵的重排. 我们将利用文

献 [9] 提出的 concurrence 来研究场与原子相互作

用系统的纠缠动力学,并计算约化 Neumann熵,发

现 concurrence 与约化 Neumann 熵主要是正关联

的. 此外,在合适的模型参数与初态的条件下,量子

纠缠在较长时间内具有几乎不变的特性,使得人们

有足够的时间来完成量子信息处理.

2 模 型

我们考虑场与非线性介质原子相互作用的系

统为研究模型,其哈米顿量 [3]为 (h̄ = 1)

H = ωa†a+ω0b†b+ γb†2b2 +g(a†b+b†b), (1)

其中 ω 和 ω0 分别为场和原子的频率; a† 和 a 是

场的产生和湮没算符; b† 和 b 是原子的产生和湮

没算符; γ 是非线性参数; g 是场与原子的耦合参

数. 当原子处在基态与场处在光子相加相干态的直

积为初始态,将模型参数固定为 ω = ω0 = 1, γ = 1,

g = 100, 文献 [3] 研究了约化 Neumann 熵动力学.

由于推广的二项式态能在实验中实现,还能用于量

子门 [10], 我们将考虑场处在推广的二项式态和几

组不同的模型参数 γ 和 g,研究 concurrence和约化

Neumann熵的动力学.

3 纠缠动力学特性

我们选取场的初态为推广的二项式态,而原子

的初态为基态,整个系统的初态为

|ψ(0)⟩=|N, p,ϕ⟩a ⊗|0⟩b,
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|N, p,ϕ⟩a =
N

∑
n=0

[
N!

(N −n)!n!
pn(1− p)N−n

]1/2

× e inϕ |n⟩a, (2)

其中 |N, p,ϕ⟩a 是推广的二项式态
[10], N 是光子数,

0 6 p 6 1, ϕ 是相角, |n⟩a 是场的 Fock态, |0⟩b 是原

子的基态,下标 a和 b分别对应于场和原子子系统,
初态的时间演化是 |ψ(t)⟩= e−iHt |ψ(0)⟩,相应的密
度矩阵 ρ = |ψ(t)⟩⟨ψ(t)|.
我们利用两种纠缠量度来研究场与原子相互

作用模型 (1)的初态 (2)的纠缠动力学.一种量度是
concurrence,其定义 [9]为

C(t) =
1
2
[

max
(
∥ρT∥,∥ℜ(ρ)∥)−1

]
, (3)

其中 ∥χ∥ = Tr
√

χχ+ 代表矩阵 χ 的迹模 [2,4], χ+

是 χ 转置复共扼, ρT
ik, jl ≡ ρik, jl 是将密度矩阵对第

二个子系统进行部分转置, ℜ(ρ)i j,kl ≡ ρik, jl 是对密

度矩阵进行重排,下标 i和 j 分别是场系统的行列
指标, k和 l 分别是原子系统的行列指标.考虑到负
性 [2] 以及推广的负性 [11] 的定义, 我们将 concur-
rence 的系数取为 1/2. 另一种纠缠量度是约化
Neumann熵,其定义为

S(t) =−Tr(ρa lnρa), (4)

其中 ρa = Trbρ 是将密度矩阵对其中的一个子系统
b求迹.

在共振 (ω = ω0 = 1) 条件下, 我们计算 con-

currence 和约化 Neumann 熵的时间演化. 图 1

给出了 g = 1, N = 18, ϕ =
π

4
: γ = 0.02((a),(c));

γ = 0.25((b),(d)); p = 0.04((a),(b)); p = 0.5((c),(d))的

concurrence和约化 Neumann熵. 在图 1中,我们可

以得到两个有趣的结果. 在早期的时间演化阶段,

concurrence的增加率比约化 Neumann熵的增加率

大; concurrence 与约化 Neumann 熵主要是正关联

的, 即它们同时增加或同时减小, 但两者数值上的

差别依赖模型参数和初态, 也依赖演化时间. 在图

1(d) 中, 我们注意到当 t > 16, concurrence 与约化

Neumann熵出现短时间的反关联行为,即一个量增

加 (减小), 而另一个量减小 (增加). 需要说明的是,

在研究其他模型的纠缠动力学演化过程中 [12−14],

人们也注意到不同的纠缠量度会出现短时间的反

关联行为.这主要来源于纠缠量度的定义有较大的

差别,以及模型和初态的特性. Neumann熵的计算

需要对子系统进行约化, 会遗失部分纠缠信息, 因

而不能描述混态的量子纠缠,而 concurrence包含所

有的纠缠信息,能很好地描述纯态和混态的量子纠

缠. 当然, 不同的纠缠量度都有自己独特的优点与

不足, 也有许多不同的应用. 最合适的纠缠量度的

建立还需要量子纠缠和量子信息理论的深入研究

和广泛应用.

图 1 concurrence (实线) 和约化 Neumann 熵 (点线) 的时间演化, 其中 g = 1, N = 18, ϕ =
π

4
: γ = 0.02((a),(c)); γ = 0.25((b),(d));

p = 0.04((a),(b)); p = 0.5((c),(d))
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我们还研究了其他模型参数和初态, 以及

较长的演化时间, 发现上述两个结论还是适用

的, 图 2 是又一个例子. 在图 2 中, g = 1, p = 1,

γ = 0.02((a),(c)); γ = 0.25((b),(d)); N = 3((a),(b));

N = 6((c),(d)) 的 concurrence 和约化 Neumann 熵.

当 p = 1 时, 推广是二项式态退化为 Fock 态 |N⟩a.

从图 2(a) 可以看到, 在弱非线性参数 γ 和低激发

Fock 态条件下, concurrence 和约化 Neumann 熵几

乎是等同的,且具有较好的准周期性.

我们在图 3 中画出了 concurrence 的四条曲

线, 其中参数 g = 0.005, ϕ =
π
6

: γ = 0.03, p = 0.5,

N = 15(实线); γ = 0.03, p = 0.7, N = 15(短虚线);

γ = 0.02, p = 0.5, N = 15(点虚线); γ = 0.02, p = 0.7,

N = 12(短点虚线).需要说明的是,与这些参数对应

图 2 concurrence (实线) 和约化 Neumann 熵 (点线) 的时间演化, 其中 g = 1, p = 1: γ = 0.02((a),(c)); γ = 0.25((b),(d)); N = 3((a),(b));
N = 6((c),(d))

图 3 concurrence 的时间演化, 其中参数 g = 0.005, ϕ =
π

6
:

γ = 0.03, p = 0.5, N = 15 (实线); γ = 0.03, p = 0.7, N = 15(短
虚线); γ = 0.02, p = 0.5, N = 15(点虚线); γ = 0.02, p = 0.7,
N = 12(短点虚线)

的约化 Neumann 熵还是与 concurrence 是正关联
的, 因此我们在图 3中略去了 Neumann熵的曲线.
从图 3可以看到 concurrence的确在较长时间内具

有几乎不变的特征. 此外, 通过适当减小非线性参

数 γ 可以增加这个时间, 如段虚线所示, 这种较长

时间的量子纠缠,为人们提供了足够的时间来完成

量子信息处理. 尽管它们的纠缠不是最大值,但任

何纠缠态都有利于量子信息过程 [15].

4 结 论

我们研究了场与非线性介质中的原子相互作

用系统的量子纠缠动力学, 发现纠缠的两种量度

concurrence 和约化 Neumann 熵是正关联占优势;

在适当的条件下,几乎不变的纠缠具有较长的时间.

这有利于量子纠缠理论和量子信息. 此外, 我们可

以探讨混态的纠缠特性, 包括多组分量子纠缠, 并

考虑环境对纠缠的影响 [16,17].
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Abstract
The dynamical entanglement in a model of the field interacted with atoms in a nonlinear medium is studied in terms of concurrence

and the reduced Neumann entropy for the generalized binomial state of the field and the ground state of atoms. It is shown that
concurrence is dominantly-positively correlated with the reduced Neumann entropy. The entanglement under suitable condition is
nearly unchanged for a long time. This is useful for quantum information processing.
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