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不同磁场环境下 Heisenberg XXZ自旋
链中的热量子失协*
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本文研究了不同磁场环境下一维 Heisenberg XXZ自旋链中两量子比特的热量子失协特性. 在四种不同的磁

场环境下: 1) B1 = B2 = 0 (无磁场); 2) B1 ̸= 0, B2 = 0 (磁场只作用于其中一个量子比特); 3) B1 = B2 (均匀磁场); 4)

B1 =−B2 (非均匀磁场),对分别作用在每个量子比特上的磁场 B1 和 B2 对其量子关联的影响作了详细的讨论,且数

值计算和比较了其量子失协和量子纠缠的异同.结果显示: 在有限温度下,量子失协相比于量子纠缠更普遍,且非均

匀磁场相比于均匀磁场对量子失协和量子纠缠更有用,更有利于量子通讯和量子信息处理过程.
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1 引 言

量子纠缠是一种量子关联,在通信和信息处理
如量子编码、量子隐形传态、量子密钥分配和量

子计算中起着举足轻重的作用 [1−4]. 随着研究的深
入,人们发现量子纠缠仅仅是一种特殊的量子关联,
并没有完全刻画出经典关联与量子关联的本质区

别,于是比量子纠缠更一般的量子关联现象的研究
变得迫切起来. 2001年 Oliveier和 Zurek提出了量
子失协 [5] (quantum discord, QD)这个概念用来量化
量子关联. QD是用来度量系统中的所有非经典关
联, 在量子领域中与量子纠缠是不等价的. 同时据
观察, QD是更一般的量子关联度量,它可能包含一
个独立的量子纠缠. 此外, QD给非经典关联提供一
个更大区域的量子态,并且提供一个非零值的量子
关联 [6,7],这种关联不是量子纠缠. 因此, QD是一种
新的量子信息处理的资源.

近十年来, QD 已在许多方面受到重视并引
起广泛关注, 如热动力学及其关联 [8−11]、量子计

算 [12]、失协的动力学 [13,14],等等 [15−18]. 另外, QD

还可用来提高量子卡诺热机的效率 [9], 同时它能
更好地理解量子相变 [19−21] 和格罗弗搜索过程 [22].

特别是,一些文献研究了在不同的海森伯模型中的
热纠缠和 QD 行为 [23−25]. 结果显示: 热量子失协
比热纠缠更强大,因为 QD在有限温度下不会消失,

但热纠缠在一定温度下完全消失.所以在描述量子
关联时 QD比量子纠缠更实际,而且基于 QD的量
子算法比那些基于量子纠缠的算法更强大.另一方

面,关于外加磁场所带来的影响这一课题也已经有
人研究 [24,26],结果表明: 外加磁场不仅在量子纠缠
中, 而且在 QD中, 都起着很重大的作用. 然而, 在

这些研究中外加磁场要么是均匀的要么是非均匀

的. 因此, 在不同磁场环境下研究热量子失协是件
非常有趣的事情. 基于此目的, 本文研究了在不同

磁场环境下两量子比特的 Heisenberg XXZ自旋链
中的热量子失协,通过比较其量子纠缠和 QD的行
为,探讨二者之间存在的异同.

2 量子关联: 纠缠和量子失协

为了描述量子关联, 我们采用两种度量方法,
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即纠缠 (concurrence, C)和 QD.由Wootters[27] 定义

的 C 是计算两个量子比特混合态 ρAB 的形成纠缠

度,它可以由C = max
{√

λ1 −
√

λ2 −
√

λ3 −
√

λ4,0
}

表示, 其中物理量 λ1, λ2, λ3, λ4 分别是矩阵

R= ρAB(σy⊗σy)ρ∗
AB(σy⊗σy)按降序排列的本征值.

C = 0对应于没有纠缠态,而 C = 1为最大纠缠态.
另一方面, 在经典信息理论中, 对于任意的二

分态 ρAB,两个子系统之间的总关联可以用量子互
信息来描述,有 [28]

L(ρAB) = S(ρA)+S(ρA)−S(ρAB), (1)

其中 S(ρ) = Tr(ρ log2 ρ) 是冯 · 诺伊曼熵, ρA(B) =

TrB(A)ρ 是通过追踪系统 B(A)的约化密度矩阵. 量
子互信息它通常被用来度量包含量子关联和经典

关联的总关联. 对于子系统 A和 B的经典关联可
以定义为

CC(ρAB) = max
{Bk}

L(ρAB|{Bk}), (2)

其中 L(ρAB|{Bk})是在量子系统 B上的一个基于给
定度量基 {Bk}的量子相互信息的变量,如下所示:

L(ρAB|{Bk}) = S(ρA)−∑
k

pkS(ρk), (3)

其中

ρk = (Ik ⊗Bk)ρAB(Ik ⊗Bk)/pk

是 k在 B的概率

pk = Tr[(Ik ⊗Bk)ρAB(Ik ⊗Bk)]

之后对 A的投影度量态. Ik 是子系统的单位算符.
子系统 B在二维希尔伯特空间由 {|0⟩, |1⟩}描述时,
局部度量的完全集由 {Bk = V |k⟩⟨k|V+,(k = 0,1)}
给出,这里任意幺正变换V (θ ,φ) (其中 θ ∈ [0,π]φ ∈
[0,2π])为

V (θ ,φ) =

 cos
θ
2

sin
θ
2

e−iφ

sin
θ
2

e iφ −cos
θ
2

 , (4)

那么, QD是总关联 L(ρAB)和经典关联CC(ρAB)之

差,即

QD(ρAB) = L(ρAB)−CC(ρAB). (5)

3 结果及其讨论

在各向异性的两量子比特 Heisenberg XXZ自
旋链中,每个量子比特受到外加磁场 B1, B2 的影响

而分别起作用的系统的总哈密顿量为

H =
1
2
[Jσ x

1 σ x
2 + Jσ y

1 σ y
2

+ Jzσ z
1σ z

2 +B1σ z
1 +B2σ z

2], (6)

其中 σα
n 是第 n个量子比特的泡利矩阵, J 和 Jz 是

自旋相互作用的实耦合常数. 这个模型中 J > 0和

Jz > 0表示反铁磁性的,而 J < 0和 Jz < 0表示铁磁

性的. 正如在引言中所叙述的, 我们通过分别改变

B1 和 B2 来研究磁场对热纠缠 (由 C来度量)和 QD

的影响.注意到我们所做的工作 B1, B2, J和 Jz 是无

量纲的,经过简单的计算,哈密顿方程 (6)的本征态

可以由下列式子给出:

|φ1⟩= |00⟩,

|φ2⟩= |11⟩,

|φ3⟩=
1√

1+ξ 2/J2

(
ξ
J
|10⟩+ |01⟩

)
,

|φ4⟩=
1√

1+ ς2/J2

(
ξ
J
|10⟩+ |01⟩

)
. (7)

相应的本征值为

E1 =
1
2
[Jz − (B1 +B2)],

E2 =
1
2
[Jz +(B1 +B2)],

E3 =−Jz

2
−η ,

E4 =−Jz

2
+η . (8)

其中

η =

√
J2 +(

B1 −B2

2
)2, ξ =

B1 −B2

2
−η

和 ς =
B1 −B2

2
+η . |0⟩和 |1⟩表示两能级粒子的基

态和激发态.

这 里 我 们 令 h̄ = 1. 密 度 矩 阵 ρAB =

exp(−H/kBT )/Z 描述了在温度为 T 下的热 (正则

系综) 平衡系统, 其中 Z = Tr{exp(−H/kBT )} 是一
个配分函数,而 kB 是玻尔兹曼常数,为了简便起见,

我们假定 kB = 1. 因此在基矢 {|00⟩, |01⟩, |10⟩, |11⟩}
中,方程 (6)式具有以下形式:

ρAB =
1
Z


u 0 0 0

0 x w 0

0 w y 0

0 0 0 v

 , (9)
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这里

Z =2e−
Jz
2T cosh[(B1 +B2)/2T ]

+2e
Jz
2T cosh(η/2T ),

u =e−E1/T ,

x =J2
(

e−E3/T

ξ 2 + J2 +
e−E4/T

ς2 + J2

)
,

v =e−E2/T ,

y =
e−E3/T ξ 2

ξ 2 + J2 +
e−E4/T ς2

ς2 + J2 ,

w =
e−E3/T Jξ
ξ 2 + J2 +

e−E4/T Jς
ς2 + J2 . (10)

经过简单的代数运算,我们很容易地分别得出
在有限温度下热量子纠缠

C =
2
Z

max
{
|w|−

√
uv,0

}
, (11)

和热量子失协

QD(ρAB) = S(ρB)−S(ρAB)+min(S0,S1), (12)

其中

S0 =− 1−θ0

2
log2

1−θ0

2
− 1+θ0

2
log2

1+θ0

2
,

θ0 =

√(
u− y+ x− v

Z

)2

+4
∣∣∣∣w
Z

∣∣∣∣2,
S1 =

v
Z

log2
v

x+ v
+

x
Z

log2
x

x+ v

+
u
Z

log2
u

u+ y
+

y
Z

log2
y

u+ y
. (13)

接着下来我们应用方程 (11)和 (12)式数值计
算和讨论在有限温度 T 下外加磁场 (B1 和 B2)对 C
和 QD特性的影响.
首先我们考虑无任何外加磁场的情况, 即

B1 = B2 = 0 (无磁场作用于量子比特)时, C 和 QD
随着温度 T 的变化情况,如图 1显示. 当无任何外
加磁场的时候,文献 [24, 26]曾研究过,但它们只是
给出了固定的或者是一定范围的耦合参数 J 和 Jz

下的热纠缠和热量子失协,并没有对比 J 和 Jz 之间

的关系下的热纠缠和热量子失协的特性. 这里, 我
们着重讨论耦合参数 J 和 Jz 不同关系下的热纠缠

和热量子失协, 并给出一个有趣的结论. 不失一般
性,限定 J > 0的情况. 在负值区域内给定一个合适
的 Jz 值, 就会得出以下两种结果: 1) J < |Jz|: 这时
C总为 0,而 QD刚开始为 0,随着温度 T 的升高而
增加到一定的值,再随着温度 T 的进一步升高而渐
近地下降到 0; 2) J > |Jz|: 对于C的情况,当 J = |Jz|
时, C 始终为 0; 当 J > |Jz| 时, 刚开始 C 为某个最

大值,然后随着温度 T 的上升而下降,直到达到临
界温度时, 纠缠 C 消失; 而对于 QD, 在 J = |Jz| 和
J > |Jz|时, QD刚开始分别为某个定值与最大值,然
后都随着温度 T 的上升而降低. 由于没有考虑退相
干效应,所以量子关联将不会消失.因此,在这种情
况下, C 比 QD(考虑温度 T ) 具有更强的破坏性作
用. 从这层意义上来说,在有限温度下, QD比 C更
强大.

图 1 量子失协 QD 和量子纠缠 C 与温度 T 的关系, 其中:
B1 = B2 = 0, Jz = 0.5, J = 0.3(点线), J = 0.5 (虚线), J = 1 (实线)

当考虑到外部磁场 B1 和 B2 的影响时,对于不
同的温度 T , 热量子关联与外加磁场 B1 的关系如

图 2—图 4所示. 这里我们定义一个新的无量纲量
γ = B2/B1, 考虑以下三种情况: 1) γ = 0, 如图 2所
示,外加磁场仅仅作用在一量子比特 (B2 = 0)上; 2)
γ = 1,如图 3所示,外加磁场分别作用在两个量子
比特上,且磁场是均匀的 (B1 = B2); 3) γ =−1,如图
4所示,外加磁场分别作用在个两量子比特上,且磁
场是非均匀的 (B1 =−B2).
从图 2 至图 4 很容易得到: 1) 在三种情况中,

QD和 C 都是关于零磁场 (B1 = 0)对称. 在温度较
低 (取 T = 0.5)的情形中, QD和C的变化趋势基本
一致:它们都是随着 |B1|的增加而逐渐地减小, 只
是 C总是比 QD大.然而,在高温 (取 T = 1.5)的情
形, C 在磁场 B1 的一定范围内为 0, 而 QD在整个
区域内都不为 0. 2) γ = 1是不同于其他情况 (γ = 0,
γ = −1) 的. 在 γ = 1 时, 如图 3 所示, 除了在高温
T = 1.5 时, 这时 C 在整个区域内始终为 0, 其他
温度时, QD和 C 随着磁场 B1 的增加而逐渐减小.
但是, 对于 γ = 0(如图 2), γ = −1(如图 4), 在高温
T = 1.5时, QD随着 |B1|的增加始终下降,而 C 在
整个区域内不全为 0. 从图 4中看出, C刚开始为 0,
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图 2 量子失协 QD和量子纠缠C与外部磁场 B1 的关系,其中: γ = 0, J = 1, Jz = 0.5, T = 0.5(实线), T = 1(虚线), T = 1.5(点线)

图 3 量子失协 QD和量子纠缠C与外部磁场 B1 的关系,其中: γ = 1, J = 1, Jz = 0.5, T = 0.5(实线), T = 1(虚线), T = 1.5(点线)

它会随着 |B1| 的增加而增大. 事实上, 中间温度
T = 1的变化情况与高温 T = 1.5基本相同,只是变
化不明显而已. 3)特别地,我们发现在一些区域,起
初 C (甚至从 0开始)增加到顶峰接着下降. 对于某
一温度值, 在一些区域内, C 增加的地方而 QD 减
小, 比如在 γ = 0(如图 2) 时 |B1| > 7 和 γ = −1(如
图 4)时 |B1|> 3. 在另一些区域内,如 γ = 0(如图 2)
时 |B1|6 7和 γ =−1(如图 4)时 |B1|6 3,在这里没
有纠缠的资源可利用. 从上面三种情况的比较, 我

们可以发现, 外部磁场在 γ = −1时对 C 是最有用

的, 而 γ = 0 仅次于它. 这个有趣的现象可有以下
的解释: 当温度达到一个特定值时, 一个合适的外
加磁场能部分地削弱热波动和提高量子纠缠的破

坏性作用. 注意到 γ = 1表示匀强磁场,而 γ = 0和
γ =−1表示非匀强磁场 (这里,在某种意义上,我们
认为 γ = 0是非匀强磁场), 在这种情况下, 我们很
容易得出:对于 C 和 QD来说, 非匀强磁场比匀强
磁场更有用.
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图 4 量子失协 QD和量子失协C与外部磁场 B1 的关系,其中: γ =−1, J = 1, Jz = 0.5, T = 0.5(实线), T = 1(虚线), T = 1.5(点线)

4 结 论

本文研究了在四种不同的磁场环境下两量子

比特 Heisenberg XXZ自旋链中的热量子关联特性,
并讨论了温度 T 和分别作用在每个量子比特上的
任意磁场 B1 和 B2 对其量子关联的影响作了详细

讨论.文中我们详细推导了 C和 QD的两种度量量
子关联的解析表达式,接着数值计算和讨论了不同
磁场环境参数中它们的变化趋势. 结果表明: 在有

限温度下, 不同的磁场导致量子关联的行为不同;

在某些特定区域内,不管外部磁场怎么变化, QD相

比于 C 更具有普遍性, 这是因为当不存在热纠缠

(即C = 0)时, QD依然存在 (即 QD可以不为 0). 此

外, 在有外加磁场的情况下, 对于 QD和 C 两者来

说,非匀强磁场比匀强磁场更有用. 因此,在量子计

算和量子信息处理过程中,我们可以通过调整外部

磁场来控制量子关联.
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Abstract
The quantum discord of a two-qubit one-dimonsional Heisenberg XXZ spinchain in thermal equilibrium depends on the temper-

ature T , when subjected to different magnetic fields, with B1 and B2 acting separately on the qubit, is studied in this paper. Four cases
are considered here: (1) B1 = B2 = 0 (without magnetic field); (2) B1 ̸= 0,B2 = 0 (only one qubit in magnetic field); (3) B1 = B2 (ho-
mogeneous magnetic field); (4) B1 =−B2 (inhomogeneous magnetic field). The similarities and difference between quantum discord
and quantum entanglement are calculated and discussed in detail. Results show that the quantum discord is more robust than quantum
entanglement against temperature, and the effect of inhomogeneous magnetic field is preferable for the quantum communications and
quantum information processing, as compared with the effect of homogeneous magnetic field.
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