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基于符号分析的极大联合熵延迟时间求取方法*
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本文通过符号分析法求取联合熵的极大值点,进而得到相空间重构的最佳延迟时间,通过对几个典型的混沌系

统进行数值仿真试验,结果表明,该方法简化了计算,提高了效率,能够准确快速地获得最佳延迟时间,从而有效地

重构原系统的相空间,为混沌信号识别提供一种快速有效的途径.
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1 引 言

混沌自从被确认是长期可控制的和短期可预

测以后, 其研究课题引起了大家广泛的兴趣. 然而
相空间重构作为混沌时间序列处理中的重要课题,
其最佳延迟时间的选取至关重要. 对于时间序列
X(n), 过小的延迟时间 τ 将导致信息的冗余, 使得
重构的坐标之间不可分辨,过大的 τ 将使延迟坐标
之间毫不相关,不能代表真实的动力系统 [1], 因此
选取最佳延迟时间需要使 X(n)和 X(n+ τ)最大限
度相互独立却又不是完全无关.
确定相空间重构最佳延迟时间的方法有互信

息函数法、自相关函数法和平均位移法等. 其中
互信息函数方法是估计重构相空间延迟时间的一

种有效方法, 它在相空间重构中有很广泛的应用.
Shaw首先提出互信息第一次达到最小时滞时作为
相空间重构的最佳延迟时间 [2], Faster给出了互信
息计算的递归算法. 但其提出的划分网格计算方法
过于复杂, 不易于编程实现及推广使用. 国内学者
提出了相应的改进算法并获得很好的应用,这在一
定程度上激发了人们对准确快速地选取相空间重

构中最佳延迟时间的兴趣 [3]. 文献 [4]提出了确定
延迟时间变量的联合熵之第一极大准则,相对互信
息方法减少了计算量,但在求取联合熵时采用划分

网格的方法,计算相对复杂而且误差较大;文献 [5,

6]提出了改进的网格标记法,该方法与符号分析法

相比计算仍然相对复杂; 文献 [7]提出的符号分析

法求取互信函数, 从而确定出最佳延迟时间, 可避

免复杂的网格划分和标记, 但需同时求取 X(n) 和

X(n+ τ)的各自信息熵及其联合熵. 本文提出了基

于符号分析的极大联合熵延迟时间求取方法,较好

地解决了上述方法中所存在的各种问题,可以快速

有效地提取混沌动力系统中有用定量信息,重构系

统的相空间.

2 最佳延迟时间的极大联合熵准则

考虑时间序列 X(n)及其延迟时间序列 Xτ(n) =

X(n+ τ), n = 1,2, · · · ,N. 根据互信息函数的递推公

式 [8],两组序列的互信息可表示为

I(X ,Xτ) = H(X)−H(X |Xτ)

= H(X)+H(Xτ)−H(X ,Xτ)

= I(Xτ ,X), (1)

其中 X 代表时间序列 X(n), Xτ 代表其延迟序列

X(n+ τ), H(X) 是孤立的 X 的不定性, H(X |Xτ) 是

已知 Xτ 的 X 的不定性, 所以 Xτ 的已知减少了 X

的不定性, 则 I(X ,Xτ) 的第一极小值处的 τ 即为
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最佳延迟时间. 并且为了计算 I(X ,Xτ), Fraser 和
Swinney提出了复杂的划分网格的方法 [2].
互信息 I(X ,Xτ) 表征 X 和 Xτ 的相关程度, 相

空间重构最佳延迟时间的确定是在保证重构坐

标之间最大限度地相互独立的基础上提出来的.
I(X ,Xτ)取极小值时, X 和 Xτ 的相关度也极小,即 X
和 Xτ 的联合整体不确定度达到极大.
另一方面,为了保证重构坐标之间最大限度地

相互独立,应使 X 和 Xτ 联合整体的不确定性达到

最大.由信息理论可知,联合熵 H(X ,Xτ)是 X 和 Xτ

的联合整体的不确定性的度量, H(X ,Xτ)越大,则 X
和 Xτ 联合整体的不确定性也越大.由此推断,联合
熵 H(X ,Xτ)的第一个极大值点即为相空间重构的

最佳延迟时间点 [4].
同时,混沌吸引子在其不变集具有的遍历特性

表现在其状态变量 X(n)上,即在稳态情况下,对任
意的延迟时间 τ , X(n)和 X(n+ τ)都具有相同的概
率分布和统计特性,则 H(X)和 H(Xτ)的值接近于

常数,根据互信息函数 (1)式可推得

H(X ,Xτ) = H(X)+H(Xτ)− I(X ,Xτ)

= Const− I(X ,Xτ). (2)

可见, H(X ,Xτ) 和 I(X ,Xτ) 呈近似相反的变化

规律.互信息的极小值点即为联合熵的极大值点在
理论上得到验证.
因此通过复杂的划分网格或者进行网格标记

求取互信息第一极小值点 [6] 从而确定相空间重构

最佳延迟时间可以转换为求取联合熵 H(X ,Xτ)的

第一极大值点. 联合熵的计算公式 [9]可以表示为

H(X ,Xτ)

=−
N

∑
i=1

N

∑
j=1

P(xi,xτ j) log2 P(xi,xτ j). (3)

由此可见, 求取不同延迟时间下的联合熵, 找
出联合熵的第一极大值点所对应的 τ ,即为所求的
最佳延迟时间点.

3 符号分析法求取极大联合熵

符号分析法实际上是时间序列的符号化,该方
法是通过在几个可能值上将其时间序列离散化,从
而将千变万化的数据序列转换为几个数值或特殊

符号的符号序列, 该过程称为粗粒化过程, 这一过
程能够从动力系统中有效快速地捕获有用定量信

息, 并且能够降低噪声的影响. 将混沌时间序列通

过粗粒化方法转化为符号序列 [10−14],则其轨道演
化的信息就通过符号序列达到了编码.
时间序列符号化有二进制符号化规则、角区

间符号化规则和概率统计符号化规则等,二进制划
分 [13,15] 是最简单的一种划分规则,只需给定一个
阈值 P0,时间序列中大于此阈值 P0 的取 1,否则取
0. 阈值 P0 的选取有均值,零值等. 则时间序列 X(n)
最终被转换成符号序列 {S(n)},所得符号序列表征
了两种数据元模式,即

S(n) =

 1, X(n)> P0,

0, X(n)6 P0,

如图 1所示.

图 1 二进制符号化规则

二进制分割虽然简便, 但是由于其划分比较
粗糙, 容易导致原始信息的遗失. 为了解决这个问
题,本文通过对相空间的分割从而使时间序列 X(n)
实现粗粒化过程 [10−14]. 以符号数取 d 为例, 划
分如下:

Si =



0, XC0 6 Xn < XC1 ,

1, XC1 6 Xn < XC2 ,

2, XC2 6 Xn < XC3 ,
...

d −1, XCd−1 6 Xn < XCd ,

(4)

其中 Xn 为时间序列 X(n) 在 n 时刻的幅值大
小, n = 1,2, · · · ,N. XC0 ,XC1 , · · · ,XCd 为阈值即临

界点, Si 为符号序列的符号集, 并用相应的
整数 i 来代替, i = 0,1, · · · ,d − 1. 则时间序列
{X(1),X(2),X(3), · · · ,X(N)} 可以转换成整数集序
列 {S(1),S(2),S(3), · · · ,S(N)}.
时 间 序 列 被 转 化 成 长 整 数 集 序 列

{S(1),S(2), · · · ,S(N)} 后, 要提取有用信息, 需选择
标准分割长度 L. 将长整数集序列分割成长度为 L
的短序列, L 个连续符号被编码为十进制数, 形成

了新的整数集序列 Lx(L,k) =
L
∑
j=1

dL− jS( j+ k−1), k

表示短序列从长整数集序列 Si 的第 k 个元素 S(k)
开始 [10].
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按照上式进行标记和辨识 [10−12], 则离散的符
号替代连续数据的原始时间序列,如图 2所示.

图 2 符号化时间序列图

符号数 d 的个数可以通过使符号熵最大化

来寻找 [11,12],为了方便起见,将混沌序列的临界点
(d+1)的个数置为 11,即 d = 10.且分割长度 L取 2.
对时间序列 X(n)及其延迟时间序列 X(n+ τ),

n = 1,2, · · · ,N, 根据上面所介绍的粗粒化符号方
法将其编码成能捕获用定量信息的特殊的十进

制数序列 Lx(n) 和 Lxτ (n), 则各个特殊十进制数出
现的频率为时间序列分析的指标, 即为联合概率
P(Lx,Lxτ ),则符号分析法求取的联合熵

[16](3)式可
以改写为

H(Lx,Lxτ )

=−
N

∑
i=1

N

∑
j=1

P(Lxi ,Lxτ j
) log2 P(Lxi ,Lxτ j

). (5)

4 数值仿真试验

为了验证该方法求取最佳延迟时间的准确性

和优越性,我们分别对 Lorenz, Rossler和 Duffing三
种常见的混沌时间序列求取最佳延迟时间并画出

其吸引子的重构.
Lorenz 系统的数值仿真实验如图 3 所示,

Lorenz系统 [17]方程

x = σ(y− x), y = rx− y− xz, z =−bz+ xy, (6)

图 3 Lorenz系统 (σ = 16, b = 4, r = 45.92)的数值仿真实验 (a)本文方法和互信息函数法求取最佳延迟时间的对比图; (b) Lorenz吸引子
在 x-y平面上的投影图; (c) τ = 11时的 Lorenz的重构吸引子图
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其中取 σ = 16, b = 4, r = 45.92, 此系统为混沌系

统, 用 Runge-Kutta 法求解方程 (6), 步长 h = 0.01,

取变量 x为研究对象,去除前 8000个点,得到一个

7000 个点的时间序列. 通过符号分析法求取联合

熵 H(Lx,Lxτ )的极大值点和通过网格划分求取互信

息 I(X ,Xτ) 的极小值点的对比图形如图 3(a) 所示,

从图 3(a)可以看出, H(Lx,Lxτ )和 I(X ,Xτ)的变化规

律近似相反,并且都是在 τ = 11时取得第一个所对

应的极值点,故可得由联合熵第一极大值点法求得

的相空间重构最佳延迟时间达到了与互信息法相

同的效果; 试验过程中也大大地简化了其计算量.

图 3(b) 是 Lorenz 吸引子在 x-y 平面的投影图; 图

3(c)是 τ = 11时的重构吸引子图. 从图中可以看出

τ = 11时重构图能够很好的反映出 Lorenz系统的

双圈拓扑结构. 从而验证了符号分析法求取极大联

合熵进而确定最佳延迟时间的有效性和优越性.

Rossler 系统的数值仿真实验如图 4 所示,
Rossler系统 [18]方程

ẋ =−(y+ z), ẏ = x+dy, ż = e+ z(x− f ), (7)

其中取 d = 0.2, e = 0.2, f = 0.5,此时 Rossler系统
为混沌系统, 用 Runge-Kutta 法求解方程 (7), 步长
h = 0.05,取变量 x为研究对象,去除前 50000个点,
得到一个 8000个点的时间序列. 图 4(a)是 Rossler
系统处于混沌状态时的联合熵 H(Lx,Lxτ )和互信息

I(X ,Xτ) 的变化规律图, 两者的变化成近似相反的
规律, 并且在互信息取得极小值点处, 联合熵处于
极大值点,即 τ = 23;图 4(b)是 Rossler吸引子在 x-y
平面的投影图; 图 4(c) 是 τ = 23 时的重构吸引子
图. 比较重构前后吸引子在 x-y平面投影,发现重构
吸引子很好地保持 Rossler吸引子的单圈结构. 从
而证明了符号分析法求取联合熵极大值点即为最

佳延迟时间的可行性.

图 4 Rossler系统 (d = 0.2, e = 0.2, f = 0.5)的数值仿真实验 (a)本文方法和互信息函数法求取最佳延迟时间的对比图; (b) Rossler吸引
子在 x-y平面上的投影图; (c) τ = 23时的 Rossler的重构吸引子图
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Duffing系统的数值仿真实验如图 5所示, Duff-
ing系统 [1]方程

ẋ = y,

ẏ =−σ +ax(1− x2)+F cos(t), (8)

其中取 σ = 0.06, a = 0.7, F = 7.5, 此时 Duffing系
统为混沌系统, 用 Runge-Kutta 法求解方程 (8), 步
长 h = 0.05, 取变量 x 为研究对象, 舍去开始暂态

点,得到一个 7000个点的时间序列. 从图 5(a)中能
够明显看出 Duffing 系统此时的联合熵 H(Lx,Lxτ )

和互信息 I(X ,Xτ)的近似相反的变化规律,且由符
号分析法求得的联合熵 H(Lx,Lxτ ) 的极大值点为

τ = 11,与互信息函数法得到的最佳延迟时间 τ 相
同.图 5(b)是 Duffing吸引子在 x-y平面的投影图;
图 5(c)是 τ = 11时的重构吸引子图. 比较重构前后
吸引子在 x-y平面投影发现重构效果良好.

图 5 Duffing系统 (σ = 0.06, a = 0.7, F = 7.5)的数值仿真实验 (a)本文方法和互信息函数法求取最佳延迟时间的对比图; (b) Duffing吸
引子在 x-y平面上的投影图; (c) τ = 11时的 Duffing系统的重构吸引子图

5 结 论

采用符号分析与极大联合熵结合求取相空间

重构的最佳延迟时间,不仅避免了计算互信息时的

复杂的网格标记,而且无需计算 X(n)和 X(n+τ)的

各自的概率分布及信息熵. 该方法能达到与互信息

方法计算最佳延迟时间同样的效果,而且极大地简
化了计算,是求取最佳延迟时间的改进算法. 理论
分析与仿真实验证明, 该方法物理意义明显, 实际
效果较好,能够更多地保留原系统的动力学特征.
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Delay time obtaining method using the maximum
joint entroy on the basis of symbolic analysis∗
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Abstract
In this paper, the local maximum of joint entroy was computed using the symbolic analysis method so as to determine the

appropriate delay time of the phase space reconstruction. The numerical experiments for three typical chaotic systems show that the
present method could reduce computation, increase the efficiency, and also could obtain the optimum delay time accurately and rapidly.
And it could reconstruct the original phase space from the time series effectively. Thus it provides a fast and effective way to identify
the chaotic signal.
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