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分析了分段线性电路系统在周期切换下的复杂动力学行为及其产生的机理. 基于平衡点分析,给出了两子系统

Fold分岔和 Hopf分岔条件.考虑了在不同稳定态时两子系统周期切换的分岔特性,产生了不同的周期振荡,并揭示

了其产生的机理. 在不同的周期振荡中,切换点的数量随参数变化产生倍化,导致切换系统由倍周期分岔进入混沌.
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1 引 言

近几十年来,由于非线性电路系统容易在实验

室构建,同时实验平台也是分析非线性电路系统的

手段之一,其动力学行为受到许多学者的广泛关注,

并成为当前国内外研究的热点课题之一 [1−5]. 不同

领域的科研人员都致力于该课题的研究,开展了相

关的理论分析和数值仿真,并和实验结果进行比较,

取得了大量的研究成果 [6−10].

在物理、化学、生物等自然科学以及实际工

程中的许多问题都存在相同子系统或不同子系统

之间的切换 [11−13],如 DC/DC中的开关、控制系统

中的开关 [14]、反应催化系统中的自激振荡 [15]、心

脏舒张收缩过程 [16] 等. 切换系统一般是由一系列

子系统和描述子系统之间的切换规律构成,至少含

有两个子系统,它是一类特殊的非光滑系统 [17−19].

切换系统大致可以分为两类,一类是按时间规律切

换,另一类是按状态变量规律切换 [20]. 这类在子系

统之间的切换会导致整个系统产生各种复杂的动

力学行为, 即使是两个简单子系统之间的切换, 也

会由于切换产生非常复杂的振荡现象,甚至使整个

系统处于混沌状态.

随着科学技术的发展,切换系统得到了广泛应

用,由于在不同切换系统中存在非常复杂的动力学

行为,大批学者对其复杂性及其非光滑分岔机理展

开了大量的研究. Branicky研究了由多个连续子系

统构成的切换系统的稳定性 [21], Xu和 Antsaklis分

析了二阶切换系统在不同特征值分布下系统的稳

定性 [22],高超、毕勤胜和张正娣讨论了跃变电路切

换系统的复杂振荡及分岔机理 [23]. 迄今为止,虽然

对切换电路系统的复杂性及分岔机理研究取得了

许多成果,但相关成果几乎都是基于线性光滑子系

统构成的切换系统,很少涉及到非光滑不同子系统

构成的切换系统的复杂行为及其非光滑分岔机理.

本文考虑非光滑电路切换系统,选取两个不同

的分段线性电路系统作为切换系统的子系统,采用

开关控制实现两个子系统之间的切换,分析非光滑

因素和切换对系统动力学的影响,揭示其复杂振荡

产生的分岔机理.
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2 电路模型

为了分析分段线性电路切换系统的复杂行为

及其非光滑分岔机理, 考虑 Jerk 电路系统 (A 子
系统) [24] 和非线性电容双涡卷电路系统 (B 子系
统)[25] 之间在周期 T 切换下的复杂动力学特征,为
此我们引入开关 SW,使系统在 A子系统与 B子系
统之间切换 (见图 1). 当开关 SW处于开状态时,对
应于 A子系统,其电路图如图 2所示; 当开关处于
关状态时,对应于 B子系统,其电路图如图 3所示.
切换系统的无量纲数学模型可表示为

A子系统:

ẋ = y,

ẏ = z,

ż = az− y+(|x|−1), (1)

t ∈ [2nT,(2n+1)T ], n ∈ N, (2)

B子系统:

ẋ =α[(γ −1)g(x)+ y],

ẏ =g(x)− y+ z,

ż =−βy. (3)

g(x) =bx+
1
2
(b−a)(|x−1|− |x+1|),

t ∈ [(2n+1)T,2(n+1)T ], n ∈ N. (4)

开始时刻 t = 2nT,n ∈ N, 开关处于开状态, 切

换系统在 A子系统中振荡. 当 t = (2n+ 1)T,n ∈ N

时, 开关从开状态切换到关状态, 切换系统进入 B

子系统振荡. 由于该切换系统采用的是时间切换规

则,整个系统在两个子系统之间做周期 T 切换,从

而导致系统存在一类非光滑点, 即切换点, 连接 A

与 B 子系统的轨线, 所以整个系统的动力学行为,

不仅与两个子系统的动力学行为及其分岔模式有

关,而且还与切换规则密切相关.因此,在分析切换

系统的动力学演化过程时,需要分析两个子系统的

动力学特征及其分岔模式,同时还要分析在时间切

换下整个系统的动力学行为.
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图 1 切换电路系统

3 平衡点分析

A子系统有两个对称的平衡点 E±
A = (±1,0,0),

其对应的特征方程为

λ 3 −aλ 2 +λ ±1 = 0. (5)

从特征方程可知平衡点 E+
A = (+1,0,0)总是不

稳定的. 当 a < −1时,平衡点 E−
A = (−1,0,0)为稳

定的焦点. 当 a = −1 时, 特征方程有一对共轭的

纯虚根 λ1,2 =±i和一个负实根 λ3 =−1,使得 A子

系统产生超临界 Hopf分岔,导致 A子系统周期振

荡,振荡的频率为 Ω1 = 1. 当 a > −1时,稳定的平

衡点经 Hopf 分岔产生周期解, 再由倍周期分岔导

致混沌.
B 子系统有两个非光滑的分界面 Σ1,2 =

{(x,y,z)|x =±1}把相空间分成了三个部分

V1 = {(x,y,z)|x <−1},

V2 = {(x,y,z)|−1 < x < 1},

V3 = {(x,y,z)|x > 1.
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在不同的区域中平衡点是不同的, V1 和 V3 中

的平衡点分别为 E−
B =

(
− b−a

b
,0,0

)
和 E+

B =(b−a
b

,0,0
)

, E−
B 和 E+

B 关于 yoz坐标平面对称, V2

中的平衡点为 E0
B = (0,0,0). 这些平衡点的性质可

以通过各自特征多项式的特征值来确定.
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图 3 B子系统

平衡点 E0
B = (0,0,0)的特征多项式为

λ 3 +[1−α(γ −1)a]λ 2 +(β −aαγ)λ

−α(γ −1)aβ = 0.

根据 Routh-Hurwitz判定定理可知,当

1−α(γ −1)a > 0, β −aαγ > 0,

α(γ −1)aβ < 0

且 β − aαγ + a2α2γ(γ − 1) > 0 时, 特征方程具有

负实部的根, 即平衡点 E0
B = (0,0,0) 是稳定的; 当

β −aαγ+a2α2γ(γ−1)= 0时,特征方程有一对纯虚

根和一个负实根,即满足此条件时,子系统 B产生

Hofp分岔; 当 β − aαγ + a2α2γ(γ − 1) < 0时,特征

方程有一对正实部的复根,即平衡点 E0
B = (0,0,0)

是不稳定的. 取参数 a = −1.5,α = 2, 子系统 B在

平衡点 E0
B 附近的分岔图如图 4所示. 由图 4可知,

当 a < 0,0 < γ < 1且参数 β 满足上述条件时,稳定

的平衡点 E0
B 经 Hopf分岔演化为两个稳定的焦点

E−
B , E+

B 和一个不稳定的平衡点 E0
B.
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图 4 B子系统在平衡点 E0
B 附近的分岔图

平 衡 点 E−
B =

(
− b−a

b
,0,0

)
和 E+

B =(b−a
b

,0,0
)
的特征多项式为

λ 3 +[1−α(γ −1)b]λ 2 +(β −bαγ)λ

−α(γ −1)bβ = 0.

根据 Routh-Hurwitz判定定理可知,当

1−α(γ −1)b > 0, β −bαγ > 0, α(γ −1)bβ < 0

且 β −bαγ +b2α2γ(γ −1)> 0时,特征方程具有负

实部的根,即平衡点 E−
B =

(
− b−a

b
,0,0

)
和 E+

B =(b−a
b

,0,0
)
是稳定的;当 β −bαγ +b2α2γ(γ −1) =

0 时, 特征方程有一对纯虚根和一个负实根, 即

满足此条件时, 子系统 B 产生 Hofp 分岔; 当

β − bαγ + b2α2γ(γ − 1) < 0 时, 特征方程有一对

正实部的复根, 即 E−
B =

(
− b−a

b
,0,0

)
和 E+

B =(b−a
b

,0,0
)
是不稳定的. 取参数 b = 0.2,α = 20,

子系统 B 在平衡点 E±
B 附近的分岔图如图 5

所示.

4 切换系统的动力学演化及其机理

当开关 SW以固定时间间隔 T 在两个子系统

之间切换时,导致切换系统的运动受到两个子系统

的控制,从而会引起复杂的动力学特性. 为了分析

切换系统的复杂动力学行为,我们选取 B子系统的

参数 β = 14,γ = 0.5,a =−1,b = 1.5.
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图 5 B子系统在平衡点 E±
B 附近的分岔图

4.1 点/环切换周期振荡

当 A 子系统的参数 a = −0.9 时, A 子系统由

Hopf分岔产生周期振荡. 当 B子系统的参数 α = 4

时, B 子系统有两个稳定平衡点 E−
B =

(
− 5

3
,0,0

)
和 E+

B =
(

5
3 ,0,0

)
. 图 6给出了切换周期 T = 2时切

换系统的振荡特性,其相应的轨迹存在两个不同的

切换点

P1 = (−0.87668,0.20243,−0.20535),

P2 = (−1.49628,0.31687,0.16037),

分别指向两个子系统.周期切换的轨道起始点 P1在

A子系统,在 [0,T]时间内,切换系统受 A子系统控

制,从点 P1 开始,轨迹沿 A子系统的轨线 P1MP2 运

动,在未达到切换条件时,系统一直在 A子系统内

运动, 并向其相应的极限环逐渐逼近. 当系统运动

到点 P2 时,满足周期切换条件,切换系统转向 B子

系统,系统受 B子系统控制,即以切换点 P2 为初值,

进入 B子系统,在 [T,2T ]内,系统轨迹逐渐逼近 B

子系统的稳定点 E+
B =

(5
3
,0,0

)
. 如果不存在切换

点,系统轨迹最终趋于 B子系统的稳定点 E+
B . 但是

当 T = 2T 时又满足周期切换条件,此时系统轨迹

刚好回到切换点 P1, 导致切换系统再次以 P1 为初

值,受 A子系统控制,趋于 A子系统的极限环.上述

过程不断重复,得到周期为 2T 的周期解.

从切换系统的轨迹及其相应的时间历

程来看, 可以发现两切换点的非光滑性明显

不同, 根据数值仿真可知, 在 P1 点切换前后

的向量场分别为 (−0.87845,0.20507,−0.19702),

(−0.87804,0.20467,−0.19732), 而 P2 点切换前

后的向量场分别为 (−1.49704,0.31677,0.16481),

(−1.49553,0.31696,0.15593),从而导致其相应的轨

线在两切换点的非光滑性存在显著差异.

图 6 切换系统的 2T 周期解 (a)平面相图; (b)时间历程

4.2 环/环切换周期振荡

当 B子系统的参数 α > 4.367时, B子系统的

平衡点 E±
B 由 Hopf分岔失稳,产生周期振荡. A子

系统的参数 a =−0.9,此时 A子系统也处于周期振

荡. 图 7给出了切换系统的振荡特征, 其运动轨迹

在两个稳定极限环之间切换,表现为环环切换特征,

其轨迹存在四个切换点 P1, P2, P3, P4. 周期切换的

轨道起始点 P1 在 A子系统,在 [0, T ]时间内,切换

系统受 A子系统控制,从点 P1开始,轨迹沿 A子系

统的轨线 P1P2 运动,在未达到切换条件时,系统一

直在 A子系统内运动,并向其相应的极限环逐渐逼

近. 当系统运动到点 P2 时, 满足周期切换条件, 切

换系统转向 B子系统,在 [T, 2T ]内系统受 B子系

统控制,即以切换点 P2 为初值,进入 B子系统.当

T = 2T 时又满足周期切换条件,此时系统轨迹运动

到切换点 P3,导致切换系统以 P3 为初值,受 A子系

统控制,趋于 A子系统的极限环.当 T = 3T 时又满

足周期切换条件, 此时系统轨迹运动到切换点 P4,

导致切换系统以 P4 为初值,受 B子系统控制,趋于
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B子系统的极限环.当 T = 4T 时,切换系统刚好运

动到点 P1. 上述过程不断重复,得到周期为 4T 的周

期解.从切换系统的轨迹及其相应的时间历程来看,

可以发现四个切换点的非光滑性明显不同,从而导

致其相应的轨线在四个切换点的非光滑性存在显

著差异.
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图 7 切换系统的 4T 周期解 (a)平面相图; (b)时间历程

4.3 倍周期分岔与混沌失稳

图 8给出了切换系统在 α = 4.535时的振荡特

征,此时 A与 B子系统都处于周期振荡,即切换系

统趋于两个子系统的极限环的轨迹之间做切换.从

图 8可知切换系统存在 8个不同的切换点,使得切

换系统的周期由 4T 转化为 8T . 切换点数量的倍增

表现为倍周期分岔. 随着参数的不断增大,切换点

的数量也会成倍增加,不断的倍周期分岔构成倍周

期分岔序列, 最终导致切换系统进入混沌振荡, 如

图 9所示.

在参数的不断变化中,还会出现各种不同的周

期窗口,这些都是由于倍周期分岔产生的不同振荡

特征之间的演化,即切换系统的切换点的数量是成

倍变化的,切换点的数量对应切换系统的振荡周期.
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图 8 切换系统的 8T 周期解
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图 9 切换系统的混沌解

5 结 论

分段线性电路系统在周期开关的切换下产生

了复杂的动力学行为, 在不同的参数条件下, 子系

统存在不同的平衡态,导致切换系统产生不同的振

荡特征. 当两子系统在稳定的平衡点和周期运动之

间切换时, 切换系统产生了点环周期切换振荡; 当

两个子系统在两个周期运动之间切换时,切换系统

产生了环环周期振荡. 随着参数的增加, 切换点的

数量成倍增加,导致倍周期分岔,最终进入混沌态.
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Complicated behaviors and non-smooth bifurcation
of a switching system with piecewise linear

chaotic circuit∗
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Abstract
The complex dynamical and non-smooth bifurcations of a compound system with periodic switches between two piecewise linear

chaotic circuits are investigated. Based on the analysis of equilibrium states, the conditions for Fold bifurcation and Hopf bifurcation
are derived to explore the bifurcations of the compound system with periodic switches while there are different stable solutions in the
two subsystems. Different types of oscillations of the swithing system are observed, and the mechanism is studied and presented. In
the difference of periodic oscillations, the number of the swithing points increases doubly with the variation of the parameter, which
leads from period-doubling bifurcation to chaos.
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