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一种基于角谱理论的改进型相位恢复迭代算法*
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进行星间激光通信的光学发射天线光束整形器设计时,首要解决的问题是根据输入光场及理想的输出光场,确

定整形器的相位分布,其核心就是相位恢复.基于角谱传播理论,在传统 Gerchberg-Saxton (G-S)迭代算法的基础上,

提出了一种幅度梯度加成迭代算法,给出了算法的详细流程与分析.与 G-S相比,新算法利用迭代过程,构建光场幅

度反馈回路,利用梯度搜索最佳迭代路径,两者的联合作用加速其迭代收敛进程. 数值仿真表明,新算法的单位迭代

次数所引起迭代误差下降的速度是 G-S算法的 1.7倍,其收敛速度明显优于 G-S算法;对不同的随机初始相位,新算

法都能进行有效迭代,表现出适应性强,且收敛一致性好的优点. 幅度梯度加成迭代算法为复杂光场的高效相位恢

复提供了一种新思路,为设计各种衍射光学元件提供了技术支持.
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1 引 言

相位恢复是指利用光的衍射理论,对输入光场
进行衍射计算, 得到输出面光场的场强分布, 将其
与实测 (或理想)的输出场强数据进行比较,以能量
转换效率最大、误差最小为准则,通过迭代或者搜
索找到最符合实测 (或理想)场强数据的相位分布.
相位恢复是物理及工程中的一个基础性问题 [1],由
于其在信号恢复、空间光通信、光学衍射元件的

设计等场合有广泛的应用 [2−4],它已成为一个很重
要的研究领域,其核心是要找到合适的相位恢复算
法. 而采用迭代算法进行相位恢复是当前主要的研
究思路之一, 并被运用到实践中 [5]. 早在 1972 年,
Gerehberg等 [6] 提出了 G-S迭代算法, G-S算法简
单而实用,但它的误差并不随着迭代次数增加而递
减, 相对于其他算法而言最小误差偏大, 所得结果
是相对最优. 在此基础上,发展了许多改进算法,例
如输入输出算法 (IO)、混合输入输出算法 (HIO)[7]

等, 可它们并不能保证迭代过程总收敛到正确解,

有时甚至会停滞在某个局部极小值附近;另一方面,

混合遗传 -模拟退火算法 [8]、免疫遗传算法 [9] 和

蚁群算法 [10] 等也相继产生,但共同的缺点就是原

理相对比较复杂, 编程难度较大, 且收敛速度相对

较慢. 以上算法都只适用于么正变换系统,基于此,

杨国祯和顾本源提出任意线性变换系统中振幅 -相

位恢复的一般理论和杨 -顾 (Y-G)算法 [11],它已成

功应用到各种实际问题和各种变换系统中.

本文结合星间卫星通信光学发射天线光束整

形的实际需求, 在传统 G-S算法的基础上, 提出了

一种基于角谱传播理论的、能对复杂光场进行快

速高精度相位恢复的幅度梯度加成迭代算法 (下文

简称加成算法),即利用角谱传播理论,构建输入和

输出面光场之间的正、逆向衍射过程,把整形要求

达到的理想 (或实际)输出光场振幅通过幅度参数

加入到迭代过程的中间环节, 并引入梯度方法, 综

合运用输入、输出光场信息, 找到能量集中度高、

误差小的相位分布.由于角谱理论严格满足亥姆霍

兹方程,用它来处理迭代过程中输入、输出面光场
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间的衍射计算,可以得到更精确、可靠的结果 [12];
理想输出光强加入到迭代中间环节,使得迭代一次
时便综合了输入、输出面的光强信息,不像传统的
G-S那样只进行简单的替换,从而加速了迭代的速
度;梯度法的引入,通过自适应的加大迭代步长,确
保了对复杂光场相位恢复的良好收敛性. 文章首先
对算法中将要用到的角谱理论进行简短介绍,然后
着重对新算法进行了描述与分析,最后对算法的性
能,通过数值仿真进行了详细的比较.

2 算法描述与分析

要进行相位恢复迭代运算,就必须进行光场衍
射及逆衍射运算,因此我们将首先简单介绍文中要
用到的角谱理论,然后重点对加成算法进行描述与
分析.

2.1 角谱理论

在直角坐标系中, 令输入面平面坐标为 xi, yi,
输入光场振幅为U(xi,yi)、相位为 φ(xi,yi);经某一
空间距离 d 衍射后,在输出面的坐标为 xo, yo,输出
光场振幅为 U(xo,yo)、相位为 φ(xo,yo), 输入、输
出光场的复振幅为 Ei, Eo. 引用傅里叶变换及逆变
换符号: F{}, F−1{},则由输入光场,获得输出光场
的角谱衍射积分为 [13]

Eo(xo,yo) =F
−1{F{U(xi,yi)exp

[
iφ(xi,yi)

]}
×H( fx, fy)

}
=F−1

{
F
{

Ei(xi,yi)
}

H( fx, fy)
}
. (1)

由 (1)式,得到角谱逆运算的表达式为

Ei(xi,yi) = F
−1
{
F
{

Eo(xo,yo)
}

H∗( fx, fy)
}
, (2)

其中 fx, fy 为频域坐标

H( fx, fy) = exp
[

ikd
√

1− (λ fx)2 − (λ fy)2
]
, (3)

fx =
m

∆Lh
,

fy =
n

∆Lh
,

(m,n =−N/2,−N/2+1, · · · ,N/2−1), (4)

H∗( fx, fy) 是 H( fx, fy) 的共轭, k = 2π/λ , λ 为光波
长, ∆Lh 为衍射光场的计算宽度, m, n 均为采样点

数, N 为采样总数. 由 (1), (2)式进行离散数值计算
时, 可借助快速傅里叶变换 (FFT) 完成. 衍射光场

的角谱理论严格满足亥姆霍兹方程,用它来处理相
位恢复迭代算法过程中输入输出面光场间的衍射

计算, 可以得到更精确、可靠的结果, 这为算法的
设计提供了理论支撑.

2.2 幅度梯度加成迭代算法

传统 G-S算法具有收敛速度较慢,对初始相位
敏感等缺点, 为了尽量消除这些不利因素, 必须对
传统 G-S算法进行改进,本文把改进的算法称为幅
度梯度加成迭代算法. 其流程如图 1所示.
基本的流程如下: 1)选取输入光场的初始相位

φ(xi,yi); 2)结合输入光场的振幅U(xi,yi),得到输入
光场分布 Ei(xi,yi); 3)利用角谱衍射 (1)式进行变换
得到输出光场 E ′

o(xo,yo); 4)利用MATLAB中的 an-
gle( )函数,提取并保留 E ′

o(xo,yo)的相位信息,引入
幅度变量参数 α ,而把其幅度替换成:实际 (或理想)
输出光场振幅 U(xo,yo)与衍射计算所得光场振幅

|E ′
o(xo,yo)|的加权值,得到新的输出光场 Eo(xo,yo);

5)利用角谱逆衍射 (2)式对 Eo(xo,yo)进行逆衍射

运算, 得到新的输入光场 E ′
i (xi,yi); 6) 对新的输入

光场 E ′
i (xi,yi)求当次迭代相位信息 ψk(xi,yi); 7)保

留 E ′
i (xi,yi)的相位信息 ψk(xi,yi),而振幅用输入光

场的振幅 U(xi,yi) 进行替换, 得到新的输入光场
Ei(xi,yi); 8) 将当次的相位迭代值 φk(xi,yi) 与上次

迭代值 φk−1(xi,yi) 之差 βk 作为梯度方向, 将 γkβk

作为迭代附加值, 加大算法梯度步长, 从而加快收
敛速度 [14]; 9)对第 5), 7)步的输入光场幅度进行比
较,得到振幅的误差值 e,并对其进行判断,若其不
大于设定的误差值 ε , 则结束迭代,并保第 8)步得
到的相位值 φk+1(xi,yi),即为所求的相位分布,否则
以 φk+1(xi,yi)作为输入光场的相位,重复 2)—8)的
迭代过程,直至满足要求为止.另外, 9)中的判断也
可以依据能量集中度 η 来衡量,即输出光场与输入
光场的强度比值大于等于某一设定的标准 η0 时,
迭代运算才终止.
在流程图中, e, η , βk, gk, γk 表达式分别为

e = ∑
(
|Ei|− |E ′

i |
)2
/

∑ |Ei|2, (5)

η = ∑
(xo,yo)∈W

|Eo(xo,yo)|2
/

∑
(xi,yi)

|Ei(xi,yi)|2, (6)

βk = φk(xi,yi)−φk−1(xi,yi), (7)

gk = ψk(xi,yi)−φk(xi,yi), (8)

γk = ∑gkgk−1

/
∑gk−1gk−1, (0 < γk < 1), (9)
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其中W 为输出面整形光场的范围, βk, gk, γk 的表达

式是参考文献 [14]得到的.

图 1 幅度梯度加成迭代算法流程图

与传统 G-S算法相比,文中提出的加成算法做
了三方面的改进: 一方面,通过变量参数 α 把实际
(或理想) 输出光场振幅与角谱衍射得到的输出光
场振幅共同组成新的输出光场振幅,而不是像传统
G-S算法那样,仅仅把角谱衍射得到的输出光场振
幅用实际 (或理想) 输出光场振幅来替换. 通过这
样的处理,让每次的迭代衍射结果叠加在输出面光
场信息中,并通过逆衍射过程,反馈回输入光场,从
而构成了反馈环路, 加速了迭代速度, 具体见算法
流程第 4) 步. 另一方面, 通过 MATLAB 中的自带
angle( )函数,直接对光场求对应的相位,避免了某
些情况下,因出现分母取零奇点而迭代算法无法进
行的情况, 具体见算法流程第 4), 6) 步. 第三方面,
利用文献 [14]的思想,把一种简单的梯度方法引用
到迭代过程,在保证算法向目标最优解迭代的过程
中, 通过加大每次迭代的步长, 加速了整个算法的

收敛速度, 且进行迭代时, 不需要预先知道迭代值
之外的其他信息, 计算过程简单, 具体见算法流程
的第 8)步.

3 加成算法仿真与结果分析

在星间激光通信系统中,因其通信距离达到几
万公里, 要求光束以近衍射极限发散角进行发射,
加上有效星载的限制,光学天线多采用同轴两镜式
反射望远镜结构 [2]. 由于次镜对光束中心部分的遮
挡,严重减损光束能量,因此,在光束进入发射天线
前, 必须对其进行有效的整形, 使其变换成空心环
状激光束,保证光束能量能够尽可能多地从光学天
线发射出去. 下边就以设计合适的星间激光通信星
载光学天线光束衍射整形器为例子,来检验新提出
的加成算法的功能.考虑到功率受限对星载系统的
影响, 光束整形应尽量保持光束的能量, 因此具体
迭代过程以能量集中度 η 为判断依据.

3.1 参数设置

具体参数如下, 光波长 λ = 830 nm, 整形后
的高斯光束要求整形成外径 R = 3 mm, 内径
r = 1.5 mm, 即遮挡比为 R/r = 2 的中空光束, 从
而减少光学天线中的次镜对光束能量的遮挡. 高斯
光束的束腰为 0.75 mm,假设光束整形器放置在距
入射光束束腰 d = 450 mm 处, 入射、出射光场所
在平面的范围都设定为半径为 5 mm 的圆形区域,
取样点数 N = 256. 有了这些参数,利用 (1)—(9)式,
就上文中提出的加成算法,即可对其性能进行深入
探讨.

3.2 仿真与分析

为了突出加成算法的优点,本节将从以下三方
面着手:首先,从迭代速度以及误差下降速度与 G-S
算法进行比较;其次,通过初始相位取不同随机值,
证明加成算法对初始相位是否具有适应性; 最后,
通过变换能量集中度 η 指标,证明算法是否具有收
敛一致性.

先考查加成算法的迭代速度. 从算法的流程
图 1 可以看到, 必须先确定幅度变量参数 α , 这里
采用参考文献 [15] 中的试探法来实现, 根据文中
给出的数据, 得到 α = 0.8. 令输入光束的初始相
位 φ(xi,yi) = 0, 则新算法与 G-S 算法的相关数据
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如表 1 所示, 表中列出了 η 分别为 90%, 94%时,
两种算法的迭代次数与最小误差的取值. 从表 1
可见, 当 η = 90%, G-S 算法的迭代次数为 22 次,
加成算法为 16 次, 加成算法的迭代速度略快, 但
随着能量集中度指标的提升, 当 η = 94% 时, G-
S 算法要 355 次, 而加成算法为 213 次, 可见, 加
成算法的收敛速度明显优于 G-S 算法. 另外, 从
最小误差来看, 见表中第 3、5 列, 似乎 G-S 算法
能达到的最小误差的绝对值比加成算法小, 但其
实, 它们都处在同一数量级上, 因此从这个角度

来看, 它们能达到的最小误差是基本一致的. 同

样还是考察最小误差, 若从单位迭代次数引起误

差的下降速率来看, 加成算法明显比 G-S 算法快.

比如, 利用表 1 数据, 加成算法的误差下降速率

= (0.1520−0.0950)/(213−16) = 3.12×10−4,同理,

G-S的下降速率= 1.83×10−4,两者相比,得到加成

算法单位迭代次数引起误差的下降速率是 G-S的

1.7 倍. 因此, 在达到同样级别误差的约束条件下,

加成算法收敛速度明显优于 G-S算法.

表 1 G-S算法与幅度梯度加成算法比较

η/% G-S迭代次数 G-S最小误差 加成算法迭代次数 加成算法最小误差

90 22 0.1499 16 0.1520

94 355 0.0889 213 0.0905

由于 G-S算法对输入光场的初始相位敏感,在
进行迭代运算时, 通常需要经过多次试探后, 才能
找到合适的初始相位值, 进行迭代运算, 这样费时
费力. 接下来, 我们研究加成算法对初始相位的适
应性. 首先选定能量集中度 η 指标为 90%,然后令
输入初始相位 φ(xi,yi 为取值在 [0 π] 之间的随机
数,具体由MATLAB中的 rand( )函数产生,进行一
次完整的加成算法运算,得到当前随机初始相位下
的迭代总次数 M, 并记录; 重新产生新的随机初始
相位 φ(xi,yi),进行新一轮加成算法运算,得到新的
M值;依次重复 10次,所得结果如 2所示.

图 2 不同随机初始相位下迭代次数的分布

图 2 中, 横坐标表示初始相位取 10 次不同值
时, 对应的加成算法运行次序 n, 纵坐标表示加成
算法运行一次的迭代总次数 M. 对于确定的能量
集中度, 从图 2 可以看到, 当输入光场的初始相位

随机变化时,加成算法的最小迭代次数为 10次,最
大为 12次,绝大多数都是 11次. 因此,对于不同的
随机初始相位值, 加成算法表现出极好的适应性,
它可以克服 G-S算法对初始相位敏感的缺陷.不仅
如此, 与零初始相位相比, 见表 1 中迭代次数的数
据, 初始相位取随机取值时, 加成算法具有更快的
收敛速度.
对于相位恢复迭代算法,都希望对于不同的随

机初始相位值,算法最后都能收敛于最小的误差点.
为此,令能量集中度 η 指标分别为 90%, 94%,分 10
次, 对随机初始相位取不同的值, 研究加成算法的
收敛一致性,其仿真结果如图 3所示.

图 3 不同随机初始相位下迭代误差的分布

图 3 中, 有两条图线, 横坐标与图 2 的含义一
致,纵坐标表示每次加成算法能达到的最小误差 e.
上边那条对应 η = 90%, 10次运算的结果是,其迭
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代误差 e密集分布在 0.14两侧,即迭代误差趋向于

0.14,可见,加成算法的迭代收敛具有一致性. 同时,

与初始相位为 0 时 e = 0.1520 (见表 1) 相比, 其误

差有所减小. 下边的图线对应 η = 94%, 其迭代误

差 e 更加密集地分布于 0.09 附近, 与 η = 90% 相

比,此时迭代误差更加减小,且收敛一致性更优. 这

也从一个侧面说明,加成算法中用能量集中度 η 或
者迭代误差 e 作为判断依据是统一的, 这是因为,

能量更集中了,自然迭代所能达到的最小误差便变

小;而迭代误差变小了,则光束能量就更集中.

3.3 仿真实例

最后, 设定能量集中度 η 以达到 92%为标准,

运用加成算法得到的星间激光通信光学天线光束

整形器如图 4所示. 从图 4(a)看到,迭代过程迭代
误差 e 是单调递减的, 能量集中度 η 是单调递增
的, 没有出现吉布斯现象 [16], 而理想输出光场图
4(b)与迭代所得光场图 4(c)的误差 e = 0.1150. 考
虑到衍射光场边界的限制, 在文中给定数据的约
束下,当迭代误差进步一下降后,能量集中度 η 可
以达到 95%, 因此, 从能量利用率的角度来看, 基
于加成迭代算法进行光学天线光束整形器设计是

可行的. 图 4(d) 是所设计光束整形器的相位分布
图, 它决定了光束整形的最终效果, 根据其分布,
通过相关的运算、处理, 运用衍射光学技术, 就可
以制作出来, 其具体的器件实施过程, 这里将不作
讨论.

图 4 仿真实例 (a)迭代误差、能量集中度与迭代次数关系图; (b)理想的整形光束幅度; (c)迭代所得整形幅度; (d)衍射整形元件的
相位分布

4 结 论

基于光场的角谱传播理论,在传统 G-S相位恢

复迭代算法的基础上,本文提出了一种幅度梯度加

成相位恢复迭代算法. 该算法通过引入幅度变量参

数 α , 把输入光场的幅度信息通过正向衍射过程,

加入到输出光场幅度的表征当中,并通过逆衍射过

程,馈送至输入光场,形成反馈回路,从而加速迭代

的收敛速度, 而不像传统 G-S 算法那样只是单纯

的把正向衍射得到的光场振幅用实际 (或理想)的
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输出光场振幅置换, 在整个迭代过程中, 输入或输
出光场的振幅都是单向传播, 不能形成闭合回路,
不利于加快迭代过程的收敛. 另外, 相对于传统的
G-S,文中提出的加成算法在进行新一轮迭代过程
时,引入了梯度运算,自适应地加大了迭代步长,从
而也加快了收敛速度. 从仿真结果看, 在约束能量
集中度 η 后,对于不同的随机初始相位,加成算法
的最终迭代次数 M 趋同,可见,加成算法的收敛性
并不依赖于初始相位分布,具有优良的适应性; 与
零初始相位相比,随机初始相位的迭代次数和最小
误差都更小,这更加验证了加成算法对随机初始相

位的适应性, 而且收敛速度更快, 这些都得益于幅
度反馈与梯度的联合作用. 不仅如此, 对于设定的
不同能量集中度标准, 输入不同随机初始相位, 新
算法每次得到的最终迭代最小误差都趋于同一数

值,比如,当 η = 94%时,最小误差 e都密集分布在

0.09附近,加成算法表现出优良的收敛一致性. 综
上所述, 幅度梯度加成相位恢复迭代算法, 具有收
敛速度快, 对初始相位适应性好, 收敛一致性好等
优点,它为复杂光场的相位恢复提供了一种新的方
法, 对设计衍射光学元件、光学整形器件, 尤其是
对能量集中度要求高的整形器件,提供了技术支持.
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Abstract
For designing the light beam shaper in the optical transmitting antenna in inter-satellite optical communication system, the essen-

tial problem is, according to the input optical field and ideal output light field, to determine the shaper of phase distribution, in which its
core is in phase recovery. Based on the traditional Gerchberg-Saxton (G-S) iterative algorithm, using the angular spectrum propagation
theory, a kind of amplitude gradient addition iterative algorithm is proposed, and the detailed algorithm process and analysis are given.
Compared with G-S algorithm, the new one using iterative process, constructs the light field amplitude feedback loop, and searches
out the optimal iteration path using the gradient; their joint action accelerates the convergence process. Numerical simulation shows
that the iterative error-drop speed caused by unit iterations in the new algorithm is 1.7 times that of the G-S algorithm, its convergence
rate is obviously superior to the G-S algorithm; for different random initial phase, the new algorithm can effectively carry out iteration,
show the advantages of the strong adaptability and the good convergent consistency. Amplitude gradient addition iterative algorithm
gives a new effective way of recovering the complex optical field phase, and provides technical support for designing all kinds of
diffraction optical element.
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