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三比特类 GHZ态的 Bell型不等式和非定域性*
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研究了一般形式类 GHZ(Greenberger-Horne-Zeilinger)态的共生纠缠度及非定域性,给出了类 GHZ纠缠态的共

生纠缠、Mermin不等式和 Svetlichny不等式的解析表达式,并通过数值计算讨论纠缠与非定域性之间的关系.结果

表明,类 GHZ纠缠态的共生纠缠和两个 Bell型不等式描述的非定域性是一致的, Bell算符及其参量,能够明显展示

量子态的非定域特性.
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1 引 言

量子纠缠是量子信息理论中最奇特的性质之

一,纠缠体系是量子信息处理 [1] 最核心的资源,在

量子隐形传态 [2]、量子密钥分发 [3]、量子计算 [4]

等应用中起着关键作用. 纠缠体系也可以用来证明

量子力学体系所具有的非定域特性 [5,6]. 量子信息

研究中量子纠缠和非定域性之间的关系是人们一

直关注的一个重要问题 [7]. Bell不等式提出后, 使

仅在理论层面上的 Einstein-Bohr之争,变成了可以

通过实验测量和检验的问题 [8],也证实了量子力学

的完备性. 最大纠缠态是量子通信和量子计算的

理想资源,例如人们基于 GHZ (Greenberger-Horne-

Zeilinger)态、W态等纯态提出了一系列量子态隐

形传送 [3]、量子密钥分发 [5] 的可行性方案.但是,

非最大纠缠态会使量子信息处理过程的效率和可

靠性降低 [9−11]. 实际上,由于各种非理想因素的存

在,实验中制备的纠缠态也往往很难是最大纠缠态,

所以判断一个实际纠缠体系在用作量子信道时是

否安全便是一个前提问题. 1991年 Ekert[12] 理论证

明, 只要纠缠体系违背了 Bell定理, 即使用非最大

纠缠态来进行量子密钥分发也是安全的,并提出了

基于非最大纠缠态量子密钥分发的 E91协议,这也

是目前量子通信领域仍在使用的量子密钥分发理

论基础. 因此, 研究一般形式量子体系的非定域性

具有重要的现实意义.
Mermin 不等式和 Svetlichny 不等式已经被广

泛用于研究多体纠缠系统的非定域性 [13−16],可以

很好地验证量子力学和隐变量理论之间的矛盾. 实

际上, 真正完全对称的 GHZ态实验上是难以实现

的. 对于一般形式的纠缠体系,给出其纠缠与非定

域性之间的关系, 是人们一直关心的重要问题. 本

文将给出一个一般形式类 GHZ 态的共生纠缠及

两个 Bell 型不等式描述的非定域性解析表达式,

并通过数值计算讨论纠缠与非定域性之间的关系.

由于 GHZ态在量子信息处理中的重要地位, 研究

其纠缠与非定域性之间的关系, 是对多粒子纠缠

态的制备、性质描述和在量子信息处理中的应用

提供参考.

2 类 GHZ态的共生纠缠

类 GHZ三体纠缠纯态为 [17]

|ψGS⟩= cosθ |000⟩

+ sinθ |11⟩{cosθ3 |0⟩+ sinθ3 |1⟩} , (1)
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显然, 当 θ = π/4 且 θ3 = π/2 时, (1) 式所示的类

GHZ态退化为熟知的 GHZ态.

图 1 类 GHZ态的共生纠缠度

首先给出 (1)式共生纠缠度 (concurrence)的具

体表示. 对于三比特纯态,根据 Coffman的定义,三

共生纠缠度为 [18]

τ(ψ) =C2
1(23)−C2

12 −C2
13, (2)

τ(ψ)也称为三体纠缠度.其中 C1(23) 为比特 1与比

特 2-3 的共生纠缠度, 表示比特 1 和联合比特 2-3

间两体纠缠, C12 和 C13 分别表示约化态 ρ12 和 ρ13

的共生纠缠度,为比特 1和比特 2以及比特 1和比

特 3之间的两体纠缠. 一般形式的三体纠缠态为∣∣Ψg
⟩
= a000 |000⟩+a100 |100⟩+a010 |010⟩

+a001 |001⟩+a110 |110⟩+a101 |101⟩

+a011 |011⟩+a001 |001⟩+a111 |111⟩ , (3)

其中, a000, a010, · · · ,a111 为展开系数. 根据文献 [19]

的处理方法,

τ(ψ) = 4 |d1 −2d2 +4d3| , (4)

其中

d1 = a2
000a2

111 +a2
001a2

110 +a2
010a2

101 +a2
100a2

011, (5)

d2 = a000a111a011a100 +a000a111a101a010

+a000a111a110a001 +a011a100a101a010

+a011a100a110a001 +a101a010a110a001, (6)

d3 =a000a110a101a011 +a111a001a010a100. (7)

利用 (3)式的展开方法,很容易得到类 GHZ态的展

开系数为

a000 = cosθ , a110 = sinθ cosθ3,

a111 = cosθ sinθ3,

a100 = a010 = a001 = a101 = a011 = a001 = 0. (8)

利用 (4)—(7)式可以得到类 GHZ态的三体纠缠度

τ(ψGS)

τ(ψGS) = 4sin2 θ cos2 θ sin2 θ3, (9)

图 1给出了 τ(ψGS)与参数 θ 和 θ3 的关系.

3 类 GHZ态的Mermin不等式

Mermin给出了判断 N 个自旋为 1/2的粒子体

系非定域性可测条件的 Bell型不等式 [13]. 三粒子

体系中, 用四个联合可测力学量给出 Mermin算符

期望值的上限,并且已有多个研究组利用不同的实

验系统加以验证 [20−23]. 对于自旋为 1/2的三粒子

纠缠体系, Mermin 算符可表示为一组可测力学量

的形式:

M = −σy1σy2σy3 +σy1σx2σx3

+σx1σy2σx3 +σx1σx2σy3, (10)

σx, σy 为 Pauli算符.量子力学理论 (QM)和隐变量

理论 (LM)给出的值分别为

|⟨M⟩LM|6 2,
∣∣⟨M⟩QM

∣∣6 4, (11)

也就是说,算符M 的期望值在 QM中不超过 2,而

在 LM中不大于 4,在 2—4之间就是对 LM的违背.
理论上, 对于 (1)式所示的类 GHZ态, 可以计

算得到

|⟨ψGS|M |ψGS⟩|= 4sin(2θ)sinθ3, (12)

图 2 类 GHZ态的Mermin算符期望值

图 2表明,类 GHZ态中Mermin算符的期望值

和共生纠缠度与参数 θ 和 θ3 的关系是一致的, 也
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就是说,利用共生纠缠度和Mermin不等式描述 (1)

式所定义类 GHZ纠缠态的纠缠和非定域性是等价

的.

4 类 GHZ态的 Svetlichny’s不等式

Svetlichny[24]把两比特的 Bell不等式推广到三

比特,给出了描述三体纠缠体系非定域性的 Bell型

Svetlichny算符为

S =A(BK+B′K ′)+A′(BK ′+B′K), (13)

其中, K = C +C ′, K ′ = C −C ′, A = a ·σ1 和

A′ = a′ ·σ1 作用于比特 1, B = b ·σ2 和 B′ = b′ ·σ2

作用于比特 2, C = c ·σ3 和 C′ = c′ ·σ3 作用于比特

3. a, a′, b, b′和 c, c′是单位矢量, σi为可写作 Pauli

矩阵的自旋投影算符. Svetlichny指出,对任意的三

粒子态,隐变量理论预言

|⟨ϕ |S |ϕ⟩|= S(ϕ)6 4, (14)

(14)式称为 Svetlichny不等式.

对给定的量子态 |ψ⟩, 需要给出 S(ψ) 的具体

表达式,对于

a= (sinθa cosϕa,sinθa sinϕa,cosθa), (15)

其他单位矢量 a′, b, b′, c, c′ 也可记为与 (15)式类

似的形式.

定义单位矢量 d和 d′满足如下关系

b+b′ = 2dcosθ , (16)

b−b′ = 2d′ sinθ , (17)

显然

d ·d′ = cosθd cosθd′ + sinθd sinθd′ cos(ϕd −ϕd′) = 0,
(18)

令 D = d ·σ2, D′ = d′ ·σ2. 则 S 算符在 |ψ⟩态中的
平均值可以写为

⟨S⟩ψ = 2
∣∣cosθ ⟨ADC⟩+ sinθ

⟨
AD′C′⟩

+ sinθ
⟨
A′D′C

⟩
− cosθ

⟨
A′DC′⟩∣∣

6 2
∣∣{⟨ADC⟩2 +

⟨
AD′C′⟩2}1/2

+
{⟨

A′D′C
⟩2

+
⟨
A′DC′⟩2}1/2∣∣, (19)

这里应用了关系式

xcosθ + ysinθ 6 (x2 + y2)1/2, (20)

当 tgθ = y/x时, (20)式中等号成立.

对于 (1)式所示的类GHZ态,取 θd′ = θa = θc =

θc′ = π/2, θa = ϕc′ = 0. 定义 cos2 φi jk = cos2(ϕi +

ϕ j +ϕk),取 φadc′ = φadc = 0, φadc′ = π/2,利用 (19)

式可以计算得到

S(ψGS) = 4
√

2sin(2θ)sinθ3. (21)

图 3 类 GHZ态的 Svetlichny算符期望值

图 3表明类 GHZ态中 Svetlichny算符的期望

值、共生纠缠度和参数 θ 和 θ3 的关系是一致的,

并且和 Mermin不等式描述的非定域性一致,这也

充分说明了 (1)式所示的类 GHZ纠缠态的纠缠和

非定域性之间的内在关系.

5 结 论

本文讨论了类 GHZ 态的共生纠缠度与两个

Bell型不等式描述的非定域性之间的关系.结果表

明, Bell算符及其相关参量将会更明显展示量子态

的非定域特性.同时说明, (1)式给出的类GHZ纠缠

态是 GHZ态的一种广义表示形式. 实际上实验上

是难以实现的真正完全对称的GHZ态, Ghose[17]分

别对 |ψS⟩= 1/
√

2[|000⟩+ |11⟩(cosθ3 |0⟩+sinθ3 |1⟩)]
和 |ψG⟩ = cosθ |000⟩+ sinθ |111⟩进行了理论分析.

由于自旋对称失调, 实验中制备出的体系往往是

(1) 式中 θ 和 θ3 两个参数取一般值. 所以, 若从实

验上制备了这种形式的类 GHZ态, 只要满足 θ 和
θ3 的取值范围, 用作量子信息处理过程便是安全

的,从而为量子信息处理的理论和实验研究提供有

价值的参考.
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Abstract
In this paper, we theoretically study the relation between concurrence and nonlocality depicted by Bell-type inequality violation

of quantum mechanics prediction versus local realism prediction for the GHZ (Greenberger -Horne-Zeilinger) class states. Analytical
expressions of concurrence, violations of the Mermin inequality and the Svetlichny inequality are obtained. Through numerical calcu-
lations, the relationship between entanglement and nonlocality of GHZ-class states is discussed. Our results show that the concurrence
is consistent with the degree of nonlocality described by violations of the two Bell-type inequalities of GHZ-class states. The Bell
operator and its parameters can obviously reveal the nonlocal features of quantum states.
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