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用一种分数阶算法研究非马尔可夫过程中

阻尼与涨落的竞争机制

林方† 胡丹青 李乐乐

(四川大学物理科学与技术学院,成都 610064 )

( 2013年1月6日收到; 2013年2月27日收到修改稿 )

基于分数阶朗之万方程和随机行走理论,建立了一种用于研究非马尔可夫系统中随机变量随时间演化的数值

模拟算法,称之为分数阶随机行走模拟法. 进一步运用此算法分别数值研究了无阻尼有涨落、有阻尼无涨落和阻尼

与涨落兼备三种情况下,受欠扩散分数阶朗之万方程约束的随机变量随时间的演化行为.结果显示阻尼和涨落存在

竞争关系:高斯型涨落的影响会随着时间的增长被 “抹平”,从而凸显阻尼使系统趋于平衡的作用;而长尾型涨落则

由于包含 “小概率大贡献”事件,使得长时间演化之后系统变量仍以一定概率出现突然变化.
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1 引 言

近年来,对复杂系统结构及其动力学性质的研
究逐渐成为一个被广泛关注的热点问题 [1,2]. 大量
实际系统都可以看做复杂系统, 如液晶、聚合物、
蛋白质、生物有机体甚至生态系统等. 随着实验
技术的发展和仪器分辨率的提高, 人们发现这类
系统随时间的演化规律与标准的布朗运动不同,表
现出反常扩散行为,例如非晶半导体中的载流子输
运、多孔系统、微分几何图形上的输运、聚合物

系统的激发或表面塌滑动力学等表现出欠扩散系

统的特征;而漩涡、胶粒系统和各向异性岩石中的
输运、固体表面的集体滑动扩散、单分子分光计、

湍流等离子体中的输运、细菌的运动等则表现出

超扩散系统的特征.
所谓反常扩散 [3,4], 是指自由系统偏离正常布

朗运动的扩散行为,表现为粒子的方均位移满足

⟨(x(t)− x0)
2⟩ ∼ Kα tα (α ̸= 1), (1)

其中 Kα 称为广义扩散系数, α 称为功率指数或
者反常指数: 0 < α < 1称为欠扩散 (sub-diffusion);

1 < α < 2称为超扩散 (super-diffusion); α = 0称为

局域化 (localization), α = 2则称为弹道扩散 (ballis-

tic diffusion),它们被认为是扩散的两个极限 [2,5]. 还

有一类方均位移不能直接定义的扩散, 例如 Lévy

飞行 [6,7],其方均位移是发散的,一般也归类为超扩

散.

目前,人们对欠扩散系统的特性做了较为深入

的研究, 发现与正常扩散系统不同, 欠扩散系统表

现出对历史的长程记忆效应,是一种典型的非马尔

可夫系统 [8]. 广义朗之万方程 (GLE)[2] 能够将系统

对历史的记忆与噪声谱函数的特殊形式统一起来,

提供了反常扩散研究的动力学理论,能够刻画系统

的涨落、耗散以及弛豫等特征. 目前已发展了一些

直接数值求解随机微分方程的算法,包括带任意关

联色噪声驱动的 GLE 的模拟算法 [9,10]; 然而其不

足之处在于非欧姆谱噪声的关联函数形式复杂且

计算量大,甚至在很多情况下不能写出关联函数的

解析表达式.

随着研究的深入,人们发现分数阶代数 [1]能够

为研究此类问题提供较为便利的手段. 以一维自由

粒子欠扩散为例,粒子坐标的演化可以用分数阶朗
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之万方程 (FLE)[2,11]
mq̇(t) = p(t),

dα

dtα p(t)− p0
t−α

Γ (1−α)
=−λ α p(t)+ξ (t)

(2)

描述, 其中功率指数 α 的取值范围为 (0,1), p0 为

动量初值, λ 为阻尼系数, ξ (t) 则表征随机涨落.
dα/dtα 是 α 阶导数算符,通常用 Riemann-Liouville
积分形式将其定义为 [1]

dα

dtα p(t) .
= 0Dα

t
[
p(t)

]
=

1
Γ (1−α)

d
dt

∫ t

0
dt ′

p(t ′)
(t − t ′)α , (3)

同时还可以定义 −α 阶导数算符
d−α

dt−α p(t) .
= 0D−α

t
[
p(t)

]
=

1
Γ (α)

∫ t

0
dt ′

p(t ′)
(t − t ′)1−α , (4)

两者满足

dα

dtα · d−α

dt−α = 1. (5)

从上述定义式可以看出, 当 α = 1 时方程 (2)
退化为描述正常扩散的标准朗之万方程. 由此可见,
正常扩散和欠扩散的重要区别在于系统演化对历

史的记忆.正常扩散系统的演化属于短时记忆 (即
时间短程关联)过程,呈现马尔可夫特性;而欠扩散
系统的演化则属于长时记忆 (即时间长程关联)过
程, 其对历史的记忆可追溯到初始时刻, 呈现非马
尔可夫特性.
随机行走 (RW) 是研究扩散与输运常用的一

种模型, 其特点在于建立了一种基于观测过程而
不是基于系统真实动力学行为的方法来研究扩散

现象.由于扩散粒子的运动轨迹具有处处连续但是
处处不可导的特性,所以粒子在两次观测之间的实
际运动轨迹是不得而知的. 因此, 当 Einstein[12] 和

Pearson[13] 提出 RW理论的时候, 干脆假设粒子在
观测间隔停留在上一次观测位置不动, 等到再次
观测时再从上一观测位置通过一 “瞬时跳跃”到达
当前位置, 这就是最初随机行走理论的主要思想.
Montroll和 Weiss[14] 及 Scher等 [15] 进一步地将原

来固定的观测间隔引申为满足一定分布的 “等待时
间”,发展出了连续时间随机行走 (CTRW)理论.

CTRW理论得到了广泛应用,然而仅能模拟过
阻尼系统是其固有的硬伤 [1,2]. “阻尼”在扩散与输
运中扮演着重要的角色,它决定了系统对历史记忆
的长短及形式,在欠扩散 (非马尔可夫)体系中更是

如此; 然而 CTRW模型中的 “阻尼”只是跳跃步长
或等待时间分布密度函数中的一个参数,无论是模
型或者算法均没有体现历史记忆效应,因此在研究
非马尔可夫过程的时候有其固有的局限性.
实际上,随机行走理论作为一种非动力学模型,

其中包含的 “跳跃” 并不仅仅局限于 “坐标变动”.
在随机行走理论的基础上, 引入分数阶代数, 使之
适用于时间长程关联系统, 从而能够体现阻尼对
系统演化的影响,是研究非马尔可夫过程的一种思
路[8]. 本文借用随机行走理论的重要思想—— 离
散化和随机跳跃, 建立一种用于模拟分数阶朗之
万方程的递推算法,称之为分数阶随机行走模拟法
(FRA).

2 分数阶随机行走模拟法

随机行走模型图像清楚、算法简单,可以把复
杂的扩散过程简化为 “等待” 和 “跳跃”, 其中包含
的重要思想便是将连续的粒子运动离散化. 本小节
将借用这一思想,建立便于计算机模拟的分数阶朗
之万方程 (2)的离散化的递推算法.
首先定义 “迁移算符” B,令

Bp(t) = p(t −∆t), (6)

根据正常扩散的随机行走模型:p(t) = p(t −∆t)+
ξ (t), ξ (t)即 “随机跳跃”. 代入上式可得

ξ (t) = (1−B)p(t). (7)

下面分两步建立分数阶随机行走递推算法. 第
一步,令 p(t)初值为 0, 并且不考虑方程的阻尼项,
即假设系统演化只受随机涨落影响,此时随机涨落
的作用等同于 “随机跳跃”,结合 (7)式可得

d
dt

p(t) = ξ (t) = (1−B)p(t), (8)

将其扩展应用于分数阶扩散,则有 [16]

dα

dtα p(t) = ξ (t) = (1−B)α p(t). (9)

可见
dα

dtα = (1−B)α ;再由 (5)式,容易得到
d−α

dt−α =

(1−B)−α . 于是,将
d−α

dt−α 作用于 (9)式各项,可得

p(t) =
d−α

dt−α ξ (t) = (1−B)−α ξ (t). (10)

参考 West[17] 和 Hosking[18] 的研究工作, 可对算符
(1−B)−α 进行二项式展开,得到

(1−B)−α =
∞

∑
k=0

( −α

k

)
(−1)kBk, (11)
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代回 (10) 式; 同时将 p(t) 离散化, 即将时间间隔
(0, t)分为 n等分,每等分 ∆t = t/n,则第 j个时间检
测点数值 p j 即表示 j∆t 时刻的数值 p( j∆t); ξ (t)同
理. 于是得到

p j+1 =
∞

∑
k=0

( −α

k

)
(−1)kBkξ j

=
j

∑
k=0

( −α

k

)
(−1)kξ j−k, (12)

注意上式第二个等号后面的求和上限由 ∞变为 j,
这是由于取定零时刻之后, 将 “零时刻以前” 的随
机涨落全部取做 0. 引入 Γ 函数, 可将展开系数写
成[17]( −α

k

)
= (−1)k Γ (k+α +1/2)

Γ (k+1)Γ (α +1/2)
, (13)

最后可得 p j 的递推式

p j+1 =
j

∑
k=0

Γ (k+α +1/2)
Γ (k+1)Γ (α +1/2)

ξ j−k. (14)

于是, 得到了 “零阻尼零初值”条件下的 FLE和离
散化递推公式之间的对应关系,即

p(t) =
d−α

dt−α ξ (t)⇔

p j+1 =
j

∑
k=0

Γ (k+α +1/2)
Γ (k+1)Γ (α +1/2)

ξ j−k. (15)

第二步,假设 p(t)的初始值非零,记作 p0,并且
考虑阻尼项,如方程 (2)所示. 将方程两边分别用分

数阶导数算符
d−α

dt−α 作用, 并考虑到分数阶导数公

式 [1]

dα

dtα 1 =
x−α

Γ (1−α)
或

d−α

dt−α
x−α

Γ (1−α)
= 1, (16)

可以得到

p(t)− p0 =
d−α

dt−α
(
−λ α p(t)+ξ (t)

)
. (17)

由对应关系 (15)式,最后可得一维欠扩散系统粒子
动量的离散化递推式

p j+1 = p0 +
j

∑
k=0

Γ (k+α +1/2)
Γ (k+1)Γ (α +1/2)

×
(
−λ α p j−k +ξ j−k

)
. (18)

从递推式中可见, 动量的第 j+ 1 个时间检测点数
值是由从零时刻开始的 j个检测点数值和 j个随机
跳跃共同决定的,实际上可将各时间检测点的动量
变化看成其在阻尼和涨落的共同作用下做 “有记忆

的行走”,体现了对历史的长程记忆,符合非马尔可
夫系统的演化特性.

3 数值模拟与分析

前文通过分析推导得到 FLE((2)式)的 FRA递
推公式. 从此递推公式可以看出,只要确定了 α , λ
等主要参数、涨落 ξ 的分布函数以及变量 p的初
值 p0,就可以通过递推式 (18)式得到第 1个时间检
测点数值 p1;将 p1和 p0代回递推式 (18)式则可以
得到第 2个时间检测点数值 p2, · · · ,如此循环,即可
得到从零时刻到当前时刻受 FLE((2)式)约束的单
个变量 p(t) 在各时间检测点的数值序列 {p j}. 重
复以上循环 N 次,即可得到 N 个 “粒子”组成的系
综的统计行为.
本节将依据以上算法流程,分三种情况对可用

FLE 描述的非马尔可夫过程中阻尼与涨落的作用
以及彼此之间的竞争关系进行数值模拟与分析.

3.1 无阻尼有涨落的情况

首先考虑相对简单的无阻尼情况,即 λ = 0,此
时系统中单粒子的 FLE写成

dα

dtα p(t)− p0
t−α

Γ (1−α)
= ξ (t), (19)

两边分别用 −α 阶导数算符
d−α

dt−α 作用,可得

p(t)− p(0) =
d−α

dt−α ξ (t), (20)

由 2.2节的分析可得,此时 p(t)的第 j 个时间检测
点数据 p j 服从递推公式

p j+1 = p0 +
j

∑
k=0

Γ (k+α +1/2)
Γ (k+1)Γ (α +1/2)

ξ j−k, (21)

同时, 依据现有的研究结论 [1], p(t) 的二次矩
σ2

p = ⟨
(

p(t)− p0
)2⟩满足

σ2
p =

4D
(2α −1)Γ (α)2 t2α−1 ⇒

lgσ2
p = (2α −1) lg t +

4D
(2α −1)Γ (α)2 . (22)

本小节通过数值模拟来验证 FRA算法在无阻
尼情况下的正确性, 如图 1 所示. 数值计算采用
1000个实验 “粒子”模拟 p(t)的系综行为;初始值
p0 = 1;由于仅研究系统的稳态行为 (下同),去掉起
始的 10个数据点. 数据点理论上应能拟合为直线,
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斜率为 2α −1. 图中直线拟合斜率分别为 −0.42, 0,
0.41, 0.82,与理论值 −0.4, 0, 0.4, 0.8符合良好.

图 1 无阻尼有涨落情况下, 功率指数 α 分别取 0.3, 0.5, 0.7
和 0.9时,二次矩 ⟨

(
p(t)− p0

)2⟩的对数随时间 t(离散化的时间
检测点) 的对数变化

值得注意的是, 该算法并没有引入 “等待时
间”, 而且每次 “跳跃” 的变量是动量而非坐标, 因
此, FRA是基于随机行走思想的创新, 已不同于通
常意义上的 CTRW模型,所模拟的过程可以看作对
真实物理过程的再现. 同时, 欠扩散的实现完全依
靠算法本身包含的 “对历史的长程记忆”因素,而非
人为引入的 “等待时间”,这亦是 FRA与 CTRW模
型很大的不同之处.

3.2 有阻尼无涨落的情况

其次考虑无涨落情况,此时系统类似于初始时
刻被拉离平衡位置的经典阻尼振子,区别在于经典
阻尼振子是马尔可夫短时关联系统,而非本文所关
注的长时关联系统.系统的 FLE写成

dα

dtα p(t)− p0
t−α

Γ (1−α)
=−λ α p(t), (23)

两边分别用 −α 阶导数算符
d−α

dt−α 作用,可得

p(t)− p(0) =−λ α d−α

dt−α p(t), (24)

由 2.2节的分析可得,此时 p(t)的第 j 个时间检测
点数据 p j 服从递推公式

p j+1 = p0 −λ α
j

∑
k=0

Γ (k+α +1/2)
Γ (k+1)Γ (α +1/2)

p j−k, (25)

数值模拟结果如图 2和图 3所示.计算采用 1000个
实验 “粒子”模拟 p(t)的系综行为;初始值 p0 = 1;
阻尼系数 λ = 0.1;去掉起始的 5个数据点.
从图 2(a) 中可以看出, α 取不同值的时候, 曲

线表现出来的相同特征是 ⟨p(t)⟩ 随着时间增长趋

于 0. 这是容易理解的: 从动力学的角度看, p(t)是

“振子” 的动量, 当只存在阻尼不存在涨落的情况

下, “振子”的动量最后必将趋于 0,并静止于平衡位

置.这点在图 2(b)中也有一致的表现,随着 p(t)的

平均值趋于 0,其二次矩 ⟨
(

p(t)− p0
)2⟩趋于 1. 图中

各曲线表现出来的不同之处在于, 随着 α 的增大,

⟨p(t)⟩趋于 0的弛豫时间变长, α = 0.5是一个 “分

水岭”: α < 0.5, ⟨p(t)⟩恒正,并且随着 α 的增大,趋

于 0的速度加快;α > 0.5, ⟨p(t)⟩跨过零值,呈现出

振荡的特征, 并且 α 越大, ⟨p(t)⟩ 趋于 0 的速度越

慢, 所达到的负值极值点的绝对值也越大, 振荡的

特性越强. 这表明随着 α 的增大,系统逐渐接近正

常扩散,扩散性加强,阻尼的作用趋弱,以往的研究
[19,20]中也有相似的结论.

图 2 有阻尼无涨落情况下,功率指数 α 分别取 0.3, 0.5, 0.7,
0.8 和 0.9 时, (a) 平均值 ⟨p(t)⟩ 随时间 t 的变化, (b) 二次矩
⟨
(

p(t)− p0
)2⟩随时间 t 的变化

图 3展示了 α 取定值 0.7,阻尼系数 λ 取不同
值时, ⟨p(t)⟩表现出来的不同行为.可见随着阻尼系

数的增大,系统的弛豫时间缩短,振荡的特征减弱,

⟨p(t)⟩更快地趋于 0;也就是说,初始被拉离平衡位

置的 “振子”更快地静止于平衡位置.欠扩散系统和

正常扩散系统都是空间短程关联系统,阻尼对二者
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的 “阻滞”作用是类似的,表现出相似的特征 [19,20].

图 3 有阻尼无涨落情况下,功率指数 α = 0.7,阻尼系数 λ 取
不同值时,平均值 ⟨p(t)⟩随时间 t 的变化

3.3 阻尼和涨落兼备的情况

最后,考虑一般的情况,此时阻尼与涨落兼备.
系统的 FLE如方程 (2)所示, p(t)的离散化递推公

式则如 (18)式所示. 数值模拟结果如图 4、图 5和
图 6所示.

图 4 阻尼和涨落兼备的情况下,平均值 ⟨p(t)⟩随时间 t 的
变化

图 4 展示了取定阻尼系数, 并且采用同一组
标准高斯型随机涨落样本 {ξ j} 的条件下, α 取不
同值时系统 ⟨p(t)⟩ 随着时间的演化曲线. 计算采

用 1000个实验 “粒子”模拟 p(t)的系综行为;初始
值 p0 = 1;阻尼系数 λ = 0.2;去掉起始的 5个数据
点. 随机涨落样本 {ξ j} 从标准高斯分布中抽样得
到. 为了方便比较, α 不同取值的模拟采用同一组
样本;基于同样的原因, α = 0.6的曲线同时出现在
图 4(a), (b) 中. 可以看出, 这些曲线和图 2 和图 3
所展示的无阻尼情况下 ⟨p(t)⟩ 随着时间的演化曲
线十分相似, 也就是说, 涨落的影响并不明显. 为
了验证这一结论, 图 5 展示了其他条件相同, α 分
别取值 0.4 和 0.8 时, 存在与不存在涨落两种情况
下, ⟨p(t)⟩随时间的演化曲线.计算采用 1000个实
验 “粒子”模拟 p(t)的系综行为;初始值 p0 = 1,阻
尼系数 λ = 0.2;去掉起始的 5个数据点. 随机涨落
样本 {ξ j} 从标准高斯分布中抽样得到. 从图 5 中
可以看出, 两者的差别的确很小, 特别是到末段几
乎完全重合.作者认为这一结果出现的原因有两点:
1)标准高斯型随机涨落均值为 0,方差为 1 (有限值,
即不存在 “长拖尾”、大涨落),分布密度函数关于 y
轴对称 (即取 “正”和 “负”的概率相等); 2)所研究
的对象是时间长程关联系统,从零时刻开始的历史
对当前时刻的系统状态都有影响. 综合以上两点,
涨落的作用随着时间的增长被 “抹平”,阻尼起主要
甚至决定性的作用.

图 5 在阻尼相同的情况下, 随机涨落存在与否的情况比较
(a)α = 0.4; (b)α = 0.8
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图 6 本图用于与图 4和图 5比较分析,详见正文

为了验证上述结论并进一步研究阻尼和涨落

的竞争机制, 作者对 Mittag-Leffler 分布 [1] 稍做修

改并归一化,以此作为新的随机涨落的分布密度函
数,即

f (ξ ) =


−1

2
d

dξ
Eα

(
− (λξ )α) ξ > 0,

1
2

d
dξ

Eα
(
− (−λξ )α) ξ < 0,

(26)

其中 Eα
(
− (λξ )α) 称为 Mittag-Leffler 函数 [1]. 如

此所得到的分布也满足均值为 0,且关于 y轴对称;
但是与高斯分布不同,其方差发散,存在 “长拖尾”、
大涨落,这就使得 “小概率大贡献”事件 [21] 的发生

成为可能.而一旦 “小概率大贡献”事件发生,就会
使随机变量的演化曲线发生较大的突变,正如图 6
所示. 该图模拟采用的参数与图 4相同;不同之处
在于随机涨落样本 {ξ j}从分布函数 (26)中抽样得
到. 为了方便比较, α 不同取值的模拟采用同一组
样本; 为了突出 p(t)长时间后的涨落情况,去掉起
始的 10个数据点.
图 6展示了取定阻尼系数,并且采用从分布密

度函数 (26)中抽样 [22]得到的同一组随机涨落样本

的条件下, α 取不同值时系统 ⟨p(t)⟩随着时间的演
化曲线,从中可以看出阻尼和涨落的竞争. 一方面,
阻尼决定了 ⟨p(t)⟩演化的整体趋势,即随时间增长
趋于 0;另一方面,涨落增加了曲线的细节,从图中

可以看出,曲线在第 26和 31个时间检测点处发生
了较大的突变, 其中以第 31 个时间检测点处的突
变尤为明显. 可以推断, 这两个时间检测点的随机
涨落样本处于分布函数的 “长拖尾”处,属于 “小概
率大贡献” 事件, 一旦出现, 对 ⟨p(t)⟩ 的影响极大;
然而, 由于出现的概率很小, 随着时间的流逝, 系
统对历史的长程记忆效应会将这样的突变 “抹平”,
⟨p(t)⟩的取值再次趋于 0,直到下一个 “小概率大贡
献”事件发生. 可以预见,最后 ⟨p(t)⟩的演化曲线将
呈现在零附近间或出现大幅涨落的形式.

4 总结与展望

本文建立了可用于研究非马尔可夫系统演化

的数值算法—— 分数阶随机行走模拟法, 并用此
方法模拟了具备非马尔可夫特性的欠扩散系统的

行为, 其中随机变量的演化可由分数阶朗之万方
程来描述. 对比常见的欠扩散系统的模拟方法 (如
GLE和 CTRW), FRA以 FLE为理论依据,其优点主
要体现在: 与非欧姆普噪声驱动的 GLE相比, FRA
同样体现了系统演化对历史的记忆,同时大大简化
了编程难度并缩短了计算时间; 与 CTRW 模型相
比, FRA中阻尼不再仅仅是等待时间或跳跃步长分
布函数中的一个参数,从而能够很好地刻画历史的
作用,同时保留了随机行走模型简单便于编程的优
点. 本文还将数值模拟结果与现有文献结论进行了
比较,从数值角度验证了 FRA的有效性.
进一步地, 本文运用 FRA 研究了阻尼和涨落

两大因素对系统的作用以及彼此之间的竞争,得到
以下结论: 1)阻尼使系统趋于平衡, 而涨落则使系
统偏离这种平衡, 两者存在竞争; 2)对时间长程关
联系统,高斯型涨落的作用将随时间增长被 “抹平”,
从而使阻尼的作用凸显; 3)长尾分布导致的 “小概
率大贡献”事件起到关键作用,使得非高斯型涨落
在长时间之后仍对系统演化起作用,避免被历史记
忆 “抹平”. 其中 2)和 3)在以往文献中鲜有提及.
作者认为下一步的研究工作可朝两个方向展

开: 1)与科研前沿问题相结合,物理、金融、生物、
化学等领域都有扩散与输运问题,本文建立的模型
算法简单, 能够用于模拟非马尔可夫系统, 应用前
景广阔; 2)本文仅建立了欠扩散 (时间长程关联)系
统的一种数值模拟方法; 然而在许多领域中, 近年
来吸引研究者关注 [23,24] 的超扩散 (空间长程关联)
问题扮演着重要的角色, 因此, 超扩散系统的模型
算法也值得深入研究.
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Application of a fractional algorithm to studying the
competition between dissipation and fluctuation in

non-Markov process
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Abstract
Based on fractional Langevin equation and random walk theory, a numerical algorithm that can be applied to non-Markov long-

memory system is established in this paper. In addition, the evolution behaviour of random variable ruled by fractional sub-diffusion
equation is numerically studied in three conditions: no dissipation, no fluctuation and both being present. The results show that
competition exists between dissipation and fluctuation. As time goes by, the effect of Guassian fluctuation weakens and damping plays
a main role in the evolution of system; however, because of the existance of “rare-though-dominant” events, long-tail fluctuation makes
the evolution of system abrupt change at a certain probability.
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