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研究了两种周期脉冲作用下 Logistic映射的复杂动力学行为.随着参数的变化,该系统产生平衡解、周期解、

混沌等现象,且该系统可经级联倍周期分岔到达混沌. 通过构造 Poincaré映射,对周期脉冲作用下 Logistic映射进行

了分岔分析.最后基于 Floquet理论揭示了该系统周期解的分岔机理.

关键词: Logistic映射,脉冲,周期解,分岔机理

PACS: 05.45.Ac, 05.45.Pq DOI: 10.7498/aps.62.120508

1 引 言

Logistic映射从数学形式上来看是一个非常简

单的二次映射,然而此系统具有极其复杂的动力学

行为. 早在 20 世纪 50 年代, 生态学家们就开始利

用这个简单的差分方程来描述种群的变化. 当前

Logistic 映射的研究已取得许多成果, 并已应用于

人口预测、生态环境、保密通信等领域 [1−4].

脉冲控制具有控制量小、实现方便等优点,

因此被广泛应用于大型航天器的减震装置、卫星

轨道的转换、混沌系统及复杂网络的控制与同步

等 [5−10]. 另一方面, 脉冲作用下线性/非线性系统

的动力学行为比一般 (无脉冲作用的)系统丰富得

多, 所以脉冲作用下线性/非线性系统的动力学行

为及其分岔受到了学者们的广泛关注 [11−18]. 文献

[11, 12] 提出了非光滑系统的局部映射法, 并给出

了 Floquet乘子的计算方法; 文献 [13]研究了周期

脉冲激励下的一类倒立摆的周期解及其分岔问题;

文献 [14, 15]研究了一类线性脉冲系统的周期解及

其分岔问题;文献 [16]研究了一类三种群食物链系

统在周期脉冲作用下的丰富动力学行为;文献 [17]

对一类受脉冲影响的生物系统进行了分岔分析;文

献 [18] 研究了脉冲作用下 Chen 系统的动力学行

为,并基于 Floquet理论揭示其分岔机理. 然而当前

对脉冲作用下离散映射的动力学行为,尤其是分岔

机理研究得较少 [19−21]. 文献 [19]研究了一类具有

出生脉冲的单种群离散生物系统的复杂动力学行

为; 文献 [20] 基于脉冲控制通过数值仿真研究了

Logistic映射的分岔控制问题;文献 [21]基于脉冲

控制研究了互联网传输协议的分岔控制问题.

本文以典型的 Logistic映射为例, 研究了周期

脉冲作用下离散映射的复杂动力学行为及其分岔

机理. 首先分别研究了两种周期脉冲作用下离散映

射的复杂动力学行为,即常量与比例两种形式; 然

后通过构造 Poincaré映射, 对周期脉冲作用下 Lo-

gistic映射进行了分岔分析;最后基于 Floquet理论

揭示了该系统周期解的分岔机理.

Logistic映射的方程为

x(k+1) = rx(k)(1− x(k)), (1)

*国家自然科学基金 (批准号: 11202180, 61273106, 11171290)、江苏省自然科学基金 (批准号: BK2010292, BK2010293)、江苏省高校自然科
学基金 (批准号: 10KJB510026)、国家级大学生创新创业训练计划 (批准号: 201210324009) 和江苏省大学生实践创新训练计划 (批准号:
2012JSSPITP2378)资助的课题.

†通讯作者. E-mail: yctcjhb@gmail.com

c⃝ 2013 中中中国国国物物物理理理学学学会会会 Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

120508-1



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 12 (2013) 120508

其中 x(k) ∈ N, k ∈ N为系统状态, N为自然数集, r

为系统参数.

设 Logistic映射受到周期 τ 的脉冲作用,即x(k+1) = rx(k)(1− x(k)) k ̸= mτ,

∆x(k+1) = x(k+1)− x(k) = g(x(k)) k = mτ,

(2)

其中 m, τ ∈ N, τ > 2, g(x(k))为函数.

系统 (2)也可表示为x(k+1) = rx(k)(1− x(k)) k ̸= mτ,

x(k+1) = x(k)+g(x(k)) k = mτ.
(3)

未加脉冲作用时Logistic映射的分岔图与Lyapunov

指数如图 1所示.

图 1 Logistic映射的分岔图与 Lyapunov指数图 (a)分岔图;
(b) Lyapunov指数图

从图 1可知,当 0 6 r < 1时,系统 (1)有稳定的

平衡点,即 x = 0;当 r = 1时,系统经鞍结分岔变为

稳定的周期一解; 当 r = 3 时, 系统经倍周期分岔,

由周期一解变为稳定的周期二解; 当 r = 3.449时,

系统经倍周期分岔,由周期二解变为稳定的周期四

解. 随着 r 的逐渐增加, 系统经倍周期分岔到达混

沌. 在混沌区域中存在周期窗口.

2 分岔及混沌

本文考虑周期脉冲作用的两种典型情形: (I)

g(x) = α; (II) g(x) = αx,即常量和比例两种脉冲作

用. 本文首先固定周期 τ , α ,取 r为分岔参数,利用

频闪映射研究参数 r 对系统的影响.针对 r 的某个

变化范围中的每一个值, 求出系统的数值解, 然后

取出系统状态的频闪映射的点 (即周期脉冲作用后

的点) 来得到 r对系统的影响.对每一个 r的值,求

出长度为 250个脉冲周期的数值解;然后对每一个

r 的值,给出该系统的最后 50个频闪点,从而得到

该系统的分岔图. 根据频闪映射与原系统的关系得

知: 频闪映射的不动点对应于原系统存在一个以脉

冲周期为周期的周期解,即 1 T周期解;频闪映射的

k周期点对应于原系统存在一个以 k倍脉冲周期为

周期的周期解,即 k T周期解;频闪映射的不变环对

应于原系统的拟周期解或圆环面 [16,18].

2.1 情形 I: g(x) = α

固定周期 τ = 3, α = 0.1,系统 (3)随 r 变化的

分岔图与 Lyapunov指数图如图 2所示. 分岔图上

的点为周期脉冲作用后 Logistic映射的状态,而文

献 [20] 中的分岔图上的点为 Logistic 映射的所有

状态, 即本文采用频闪映射进行分析,这样有利于

揭示分岔机理.

从 图 2 知, 当 0 6 r < 3.018 时 系 统

为 稳 定 的 1 T 周 期 解, 如 图 3 所 示.

当 r = 3.018 时 系 统 经 倍 周 期 分 岔 由

1 T 周期解变为 2 T 周期解, 如图 4 所示. 随着 r

的逐渐增加,系统经倍周期分岔由 4 T周期解, 8 T

周期解,一直到达混沌状态,如图 5和图 6所示. 当

r = 3.405时, 系统产生混沌危机,直接由混沌状态

到达 1 T周期解.最后经过倍周期分岔再次到达混

沌. 图 3—6中空心圆圈代表周期脉冲作用点,实心

点代表 Logistic映射作用点.

2.2 情形 II: g(x) = αx

固定周期 τ = 4, α = 0.125,系统 (3)随 r 变化

的分岔图与 Lyapunov指数图如图 7所示.
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图 2 常量脉冲作用下 Logistic映射的分岔图与 Lyapunov指数图 (a)分岔图 (0 6 r < 4); (b) Lyapunov指数图 (0 6 r < 4); (c)分
岔图 (3 6 r 6 3.4); (d)分岔图 (3.5 6 r < 3.8)

图 3 情形 I中当 r = 3时系统 (3)的状态序列图与蜘蛛网图
(a)状态序列图; (b)蜘蛛网图 (1 T周期解)

图 4 情形 I中当 r = 3.1时系统 (3)的状态序列图与蜘蛛网图
(a)状态序列图; (b)蜘蛛网图 (2 T周期解)
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图 5 情形 I中当 r = 3.18时系统 (3)的状态序列图与蜘蛛网
图 (a)状态序列图; (b)蜘蛛网图 (4 T周期解)

图 6 情形 I中当 r = 3.22时系统 (3)的状态序列图与蜘蛛网
图 (a)状态序列图; (b)蜘蛛网图 (混沌)

图 7 比例脉冲作用下 Logistic映射的分岔图与 Lyapunov指数图 (a)分岔图 (0 6 r < 4); (b) Lyapunov指数图 (0 6 r < 4); (c)分
岔图 (2.8 6 r 6 3.5); (d) Lyapunov指数图 (2.8 6 r 6 3.5)
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从图 7 知, 当 0 6 r < 0.961 时, 系统有稳定的

平衡点,即 x = 0. 当 r = 0.961时,系统经鞍结分岔,

由平衡解变为稳定的 1 T周期解,如图 8所示. 当

r = 2.927 时, 系统经倍周期分岔, 由 1 T 周期解变

为稳定的 2 T周期解,如图 9所示. 当 r = 3.094时,

系统经倍周期分岔, 由 2 T周期解变为稳定的 4 T

周期解,如图 10所示. 随着 r 的逐渐增加, 系统经

倍周期分岔到达混沌,如图 11所示.

下面固定 r = 2及周期 τ ,取 g(x) = α ,并以 α
为分岔参数,研究脉冲作用对系统的影响.系统 (3)

随 α 变化的分岔图如图 12所示.

图 8 情形 II中当 r = 2.5时系统 (3)的状态序列图与蜘蛛网图 (a)状态序列图; (b)蜘蛛网图 (1 T周期解)

图 9 情形 II中当 r = 3时系统 (3)的状态序列图与蜘蛛网图 (a)状态序列图; (b)蜘蛛网图 (2 T周期解)

图 10 情形 II中当 r = 3.1时系统 (3)的状态序列图与蜘蛛网图 (a)状态序列图; (b)蜘蛛网图 (4 T周期解)
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图 11 情形 II中当 r = 3.31时系统 (3)的状态序列图与蜘蛛网图 (a)状态序列图; (b)蜘蛛网图 (混沌)

图 12 常量脉冲作用下 Logistic映射随参数 α 变化的分岔图 (a) τ = 2; (b) τ = 3; (c) τ = 4; (d) τ = 5

从图 12可知,在脉冲作用周期固定的情况下,

当 α = 0时, 未受脉冲作用的 Logistic映射为周期

一解;随着 α 的增加, Logistic映射受到常量脉冲作

用, 且经历周期解、混沌等复杂动力学现象. 从图

12(a)—(d)可知,随着脉冲作用周期 τ 的增加,系统

(3)的倍周期分岔过程逐渐被压缩. 所以脉冲作用

强度及脉冲作用周期对系统动力学具有显著影响.

总之周期脉冲作用下的 Logistic映射走向混沌

的演化过程为经倍周期分岔到达混沌,中间伴随阵

发性混沌出现;在混沌区域中存在周期窗口.

3 分岔分析

由于周期脉冲作用下的 Logistic映射为非光滑

离散系统,故不能用一般离散系统的分岔分析方法

进行分析.下面将文献 [11, 12, 22]所提出的非光滑

连续系统的分岔分析方法推广到非光滑离散系统,

并对周期脉冲作用下的 Logistic映射的动力学行为

进行分岔分析.

令 f (x) = rx(1− x). 定义映射 P1 为 P1 : x →
f τ−1(x), P2 为 P2 : x → g(x),则整个系统的 Poincaré

映射 P可定义为 P = P2 ◦P1,即 P : x → g( f τ−1(x)).
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设 Poincaré映射 P有平衡点 u(x,y,z), 即 u = T (u).

此时系统具有周期 τ 的解, 即 1 T 周期解. 相应

地, 如果 Poincaré 映射 P 有 k 周期点 u(x,y,z), 即

u = T k(u) 且 u ̸= T m(u), m = 1,2, · · · ,k− 1, 此时系

统具有周期 kτ 的解,即 k T周期解.

Poincaré 映射 P 的导数为 DP = DP1 ×DP2 =
d(g( f τ−1(x)))

dx
, 即得系统的 Floquet 乘子 µ =

d(g( f τ−1(x)))
dx

|x=u . 根据 Floquet 乘子理论, 当 µ

的绝对值小于 1时,系统 (3)的周期解是渐近稳定

的;当特征值 µ 通过 −1穿过单位圆时,系统 (3)的

周期解产生倍周期分岔;当特征值 µ 通过 1穿过单

位圆时,系统 (3)的周期解产生鞍结分岔.

下面基于 Floquet理论揭示周期脉冲作用下的

Logistic映射的分岔机理.

3.1 鞍结分岔

考虑情形 I, 当 3.4047 < r < 3.49 时, 系统的

Floquet特征乘子在单位圆内;而在 r = 3.4047处系

统的 Floquet特征乘子通过 1穿出单位圆,如图 13

所示. 根据 Floquet理论可判断当 3.4047 < r < 3.49

时,系统为稳定的 1 T周期解,而在 r = 3.4047处系

统发生鞍结分岔,系统由 1 T周期解变为混沌,此结

果与图 2(a)的分岔图是一致的.

图 13 情形 I中在 r = 3.4047附近系统 (3)的 Floquet特征乘
子横截单位圆周的过程

考虑情形 II,当 0 < r < 0.9620时,系统的 Flo-

quet特征乘子在单位圆内;而在 r = 0.9620处系统

的 Floquet特征乘子通过 1穿出单位圆,如图 14所

示. 根据 Floquet 理论可判断当 0 < r < 0.9620 时,

系统为稳定的平衡解,而在 r = 0.9620处系统发生

鞍结分岔,系统由平衡解变为稳定的 1 T周期解,此

结果与图 7(a)的分岔图是一致的.

图 14 情形 II中在 r = 0.9620附近系统 (3)的 Floquet特征乘
子横截单位圆周的过程

总之,脉冲作用下的 Logistic映射经鞍结分岔

可能由平衡解变为周期解,也可能由周期解直接到

达混沌. 这两种情形均是发生了鞍结分岔, 即系统

的 Floquet 特征乘子通过 1 穿出单位圆, 然而这两

种情形的动力学机理并不完全相同. 从 Lyapunov

指数来看, 情形 II 中由平衡解变为周期解时系统

的 Lyapunov指数随着参数 r 的增加达到零后就逐

渐减少, 而情形 I 中由周期解变为混沌时系统的

Lyapunov指数随着参数 r 的减少达到零后仍逐渐

增加. 特别地,情形 I中随着参数 r 的增加,系统本

质上是发生了混沌危机,即混沌吸引子突变为周期

解.所谓混沌危机是指系统混沌吸引子不连续地改

变其大小、突然出现或突然消失.

3.2 倍周期分岔

考虑情形 I, 当 0 < r < 3.0180 时, 系统的 Flo-

quet特征乘子在单位圆内;而在 r = 3.0180处系统

的 Floquet 特征乘子通过 −1 穿出单位圆, 如图 15

所示. 根据 Floquet理论可判断当 0 < r < 3.0180,系

统做稳定的 1 T周期解运动,而在 r = 3.0180处系

统发生倍周期分岔,系统由 1 T周期解变为稳定的

2 T周期解,此结果与图 2(c)的分岔图是一致的.
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图 15 情形 I中在 r = 3.0180附近系统 (3)的 Floquet特征乘
子横截单位圆周的过程

图 16 情形 II中在 r = 3.094附近系统 (3)的 Floquet特征乘
子横截单位圆周的过程

考虑情形 II, 当 2.927 < r < 3.094 时, 系统的

Floquet特征乘子在单位圆内;而在 r = 3.094处系

统的 Floquet特征乘子通过−1穿出单位圆,如图 16

所示. 根据 Floquet理论可判断当 2.927 < r < 3.094

时, 系统做稳定的 2 T 周期解运动, 而在 r = 3.094

处系统发生倍周期分岔, 系统由 2 T 周期解变为

稳定的 4 T 周期解, 此结果与图 7(c) 的分岔图是

一致的.

总之,周期脉冲作用下 Logistic映射可能会发

生倍周期分岔,即系统的某一周期解变为另一两倍

周期的周期解, 并会发生级联倍周期分岔, 即系统

的周期解经倍周期分岔到达混沌.

4 结 论

本文研究了周期脉冲作用下 Logistic 映射的

复杂动力学行为, 利用非光滑系统的分岔分析方

法对该系统的分岔行为进行了分析, 基于 Floquet

理论揭示了该系统周期解的分岔机理. 可以看到,

Floquet 理论是研究非光滑系统的一种有效方法,

研究结果对于非线性离散系统的脉冲控制和分岔

控制具有一定的理论意义. 以后要进一步研究脉

冲作用下高维离散映射的复杂动力学行为及其分

岔机理.
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Abstract
The complex dynamics of the Logistic map via two types of periodic impulsive forces is investigated in this paper. With the

parameter varying, the system produces the phenomenon such as equilibrium solutions, periodic solutions, and chaotic solutions.
Furthermore the system can evolve into chaos by a cascading of period-doubling bifurcations. The Poincaré map of the Logistic map
via periodic impulsive force is constructed and its bifurcation is analyzed. Finally, the Floquet theory is used to explore the bifurcation
mechanism for the periodic solutions.
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