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一种基于误差补偿的多元混沌时间序列

混合预测模型*
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针对多元混沌时间序列的预测问题,考虑到单纯改进储备池算法无法明显地提高预测精度,提出一种基于误差

补偿的时间序列混合预测模型. 实际观测的数据既包含线性特征又包含非线性特征. 首先利用自回归移动平均模型

预测线性特征,使得残差数据仅含非线性特征;然后,建立正则化回声状态网络模型预测;最后,将非线性部分的预

测值与线性部分的预测值相加,以实现高精度的多元混沌时间序列预测. 基于 Lorenz和太阳黑子 -黄河径流量时间

序列的仿真实验验证了本文所提模型的有效性.
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1 引 言

混沌时间序列是一种短期内可以预测而长期

不可预测的貌似无规则、类似随机的非线性系统,

广泛存在于气象、水文、医学、经济和电子等众

多领域 [1,2]. 早期的混沌时间序列预测技术可追溯

到 20 世纪. 1927 年, Yule 发明了自回归技术 (au-

toregressive, AR)用于太阳黑子数的预测. 在接下来

的 50年里, 以自回归移动平均模型 (autoregressive

and moving average model, ARMA) 为代表的线性

预测技术占据统治地位 [3]. 然而随着研究的深入,

人们意识到混沌时间序列不仅包括线性特征还包

括非线性特征, 而非线性特征无法用线性模型去

描述 [4],因此开展非线性混沌时间序列预测技术的

研究就变得越来越重要.

神经网络模型能够以任意精度逼近非线性函

数 [5],只需较少的统计学知识即可获得理想的预测

效果,因此广泛应用于多元混沌时间序列的预测建

模中 [6,7]. 但是一般神经网络利用梯度下降法对网

络权值反复学习,收敛速度慢,易陷入局部最优 [8].

针对这一问题, Jaeger提出一种新型的递归神经网

络——回声状态网络 (echo state network, ESN),其

核心部分是一个大规模储备池,网络的输入权值和

储备池内部连接权值随机生成,并在训练中保持不

变, 只有输出权值需要通过线性回归方法求解, 学

习算法简单快速,弥补了一般神经网络收敛速度慢

的缺点, 一经提出, 就在不同的领域取得了广泛的

应用 [9,10]. 然而, 预测大规模混沌时间序列时, 一

般 ESN模型易产生病态解,影响泛化性能.为解决

这一问题, 文献 [11] 借鉴统计学习原理中的结构

风险最小化原理, 提出正则化回声状态网络模型

(regularized echo state network, RESN),引入正则项,

以权衡结构风险和经验风险,从而使 ESN具有更好

的泛化能力.

随着研究的深入, 有学者指出, 虽然以 RESN

为代表的神经网络能够很好地解决非线性时间序

列预测问题,但是其预测混沌时间序列的线性特征

时, 仅对于某些特定的问题有效, 而对于大部分线

性特征预测效果并不满意 [12], 并且非线性模型待
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求解参数较多, 增加了问题的计算复杂度. 对于实

际观测的时间序列,由于无法精确地辨别其是否既

包含线性关系又包含非线性关系,所以单一地使用

ARMA模型或 RESN模型预测多元混沌时间序列

均不能得到理想的效果.

基于以上问题,本文建立一种基于误差补偿的

ARMA-RESN混合预测模型. 使用 ARMA模型模

拟原始混沌时间序列的线性特征, 将 ARMA 预测

值与原始观测值做差得到残差序列. 在此基础上,

使用 RESN 模型预测残差序列, 模拟原始混沌时

间序列的非线性特征. 最后将残差序列预测值与

ARMA模型预测值相加,实现完整的多元混沌时间

序列预测,达到提高预测精度的目的.

2 正则化回声状态网络

ESN是一种非线性递归神经网络,网络结构包

含输入层、内部储备池和输出层三层. 其中储备池

是 ESN的核心部分,结构稀疏,递归连接,起到存储

历史信息的作用,保证了网络的回声性质 [9].

ESN的状态方程为

x(t +1) = sigmoid [Winu(t)+Wxx(t)] ; (1)

输出方程为

y(t) = x(t)Wout, (2)

上式中 sigmoid 激活函数通常取双曲正切 tanh 函

数, Win 和 Wx 分别为输入连接矩阵和储备池内

部连接矩阵, 初始化随机设置后保持不变. 通常,

Wx 的规模很大,在 [50, 1000]之间,稀疏度保持在

[0.01, 0.05]之间,谱半径 ρ(Wx)< 1. 输出连接向量

Wout 是惟一由训练求解的参数. u(t), x(t), y(t)分

别为 t 时刻多元输入向量,储备池内部状态向量和

输出向量.

ESN的关键是求解输出权值,最常用的方法是

最小二乘法,最小化下式所示的目标函数:

min∥XWout −Y ∥ , (3)

其中 X = [x(1),x(2), · · · ,x(l)]T, X ∈ Rl×N , l 为

训练数据长度, N 为储备池节点数. 相应地,

Y = [y(1),y(2), · · · ,y(l)]T. 通常, 对于大规模混沌

时间序列, l > N. 由 (3)式得到解:

Ŵout =X†Y = (XTX)−1XTY , (4)

其中, Ŵout 是对Wout 的估计.

设状态矩阵X 的奇异值分解表示如下:

X =U

Σ
0

V T =
N

∑
i=1

uiσiv
T
i , (5)

其中 U = (u1, · · · ,ul)和 V = (v1, · · · ,vN)是酉阵,

对角阵 ΣΣΣ = diag(σ1, · · · ,σr,σr+1, · · · ,σN), 假设 X

的秩为 r,则有奇异值

σ1 > σ2 > · · ·> σr > σr+1 = · · ·= σN = 0. (6)

进而X† 表示为

X† = (UΣV T)† = V Σ†UT =
r

∑
i=1

viu
T
i

σi
, (7)

有

Ŵout =X†Y =
r

∑
i=1

viu
T
i

σi
Y , (8)

从上式可以看出,输出权值幅值与奇异值大小成反

比.当奇异值过小时,一般 ESN模型会出现病态解

问题.

实际观测的时间序列通常含有扰动,假设扰动

信号为 ep,那么含扰动的目标值记为 Ỹ = Y +ep,

则输出权值计算公式为

W̃out =X†Ỹ =
r

∑
i=1

viu
T
i

σi
Y +

r

∑
i=1

viu
T
i

σi
ep. (9)

当 X 的奇异值 σi 很小, 具有病态特性时, (9)

式求得的输出权值幅值较大, 扰动信号 ep 严重影

响 W̃out 的值.大的输出权值往往降低网络的泛化

性能,因为即使网络的测试输入与训练输入有微小

的差别,测试输出与训练输出也可能相差很大.

为解决以上问题, RESN模型将岭回归方法应

用于储备池网络中, 在目标函数中增加正则项, 以

解决不适定问题并提高泛化能力 [11]. 岭回归解为

Ŵout = (XTX+µ2I)−1XTY , (10)

其中,正则项系数 µ ∈ R+,它等价于最小化下式所

示的代价函数:

L(Wout) = ∥XWout −Y ∥2
2 +µ ∥Wout∥2

2 . (11)

在XTX 上施加正则项,避免了X 的奇异值过小,

改善了 XTX 的性质, 使得 (8)式求得的输出权值

幅值减小, 从而平衡了模型的误差项和复杂度, 得

到具有较好泛化性能的储备池模型.

3 ARMA-RESN混合预测模型

RESN能够很好地拟合非线性函数的输入输出

映射关系. 但是, 由于实际观测的数据通常既包括
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非线性特征, 又包括线性特征, 因此 RESN 在处理

线性问题时,精度很大程度上依赖于问题的规模和

误差水平的高低 [12]. 所以,对于某些实际观测的时

间序列,不能得到满意的预测效果.鉴于以上分析,

本文建立一种基于误差补偿的多元混沌时间序列

混合预测模型 ARMA-RESN模型,充分刻画混沌时

间序列的动态特性.

3.1 ARMA(p, q)模型

ARMA(p, q) 模型是一种应用广泛的线性时

间序列预测模型, 包括 AR 项和移动平均 (moving

average, MA)项,表示当前时刻的预测值不仅与以

前时刻的自身值有关,还与之前时刻的误差扰动有

关 [3]. 当 AR项为 0时,模型简化为MA(q)模型. 当

MA项为 0时, 模型简化为 AR(p)模型. 具有以下

形式.

AR(p)模型

y(t) = v+φ1y(t −1)+ · · ·+φpy(t − p)+ε(t).
(12)

当误差项 ε(t)自相关时,可以被有限阶滑动平均表

示:

ε(t) = a(t)+Θ1a(t −1)+ · · ·+Θqa(t −q), (13)

这里 a(t)是零均值白噪声, a(t)的协方差矩阵 Σa

非奇异, v 和 φi (i = 1, · · · , p), Θ j ( j = 1, · · · ,q)为
待估计的参数. 综合 AR(p)自回归项和MA(q)移动

平均项,有 ARMA(p, q)模型:

y(t) =v+φ1y(t −1)+ · · ·+φpy(t − p)+ε(t)

=v+φ1y(t −1)+ · · ·+φpy(t − p)+a(t)

+Θ1a(t −1)+ · · ·+Θqa(t −q). (14)

对于一个很大的阶数 n, AR(n)与 ARMA(p, q)

近似等价. AR(n)表示如下:

y(t) = v+
n

∑
i=1

φiy(t − i)+an(t), (15)

上式中, an(t) 表示 AR 模型阶数为 n 时的误差项.

由 (15)式得到残差的估计值

ân(t) = yt −
n

∑
i=1

φ̂iy(t − i)−v, (16)

其中 φ̂i 采用多元最小二乘法估计. 使用估计值

ân(t)建立多元 ARMA(p, q)模型

y(t) =v+φ1y(t −1)+ · · ·+φpy(t − p)

+a(t)+Θ1ân(t −1)+ · · ·+Θqân(t −q)

=[v,φ1, · · · ,φp : Θ1, · · · ,Θq]



1

y(t −1)
...

y(t − p)

ân(t −1)
...

ân(t −q)


+a(t).

(17)

模型阶数 n, p 和 q 采用 AIC (Akaike information

criterion)准则确定 [13]:

AIC(p,q) = ln
∣∣Σ̂a(p,q)

∣∣+ 2
S

Pnum, (18)

上式中
∣∣Σ̂a(p,q)

∣∣为 â(t)的协方差矩阵 Σ̂a 的行列

式, S为样本个数, Pnum 为待估计参数的个数. 第一

项是关于模型参数的对数似然项,第二项是关于模

型复杂度的惩罚项.若仅依据参数的对数似然项来

选择模型,会导致过拟合.由于附加了惩罚项, AIC

准则能够有效控制模型的复杂度,避免过度拟合.

3.2 ARMA-RESN混合预测模型

本文建立 ARMA-RESN 混合预测模型, 使用

ARMA(p,q)模型和 RESN模型分别估计多元时间

序列的线性部分和非线性部分,以提高预测精度.

假设 t 时刻多元混沌时间序列的观测值为

y(t),线性部分为 L(t),非线性部分为N(t),有

y(t) =L(t)+N(t). (19)

先使用 ARMA(p, q)模型估计 t 时刻的线性值

L̂(t),有

L̂(t) = v+φ1y(t −1)+ · · ·+φpy(t − p)+ε(t)

= v+φ1y(t −1)+ · · ·+φpy(t − p)+a(t)

+Θ1a(t −1)+ · · ·+Θqa(t −q). (20)

记 t 时刻线性模型的预测残差为 e(t), 则残差

序列

e(t) = y(t)− L̂(t)≈N(t), (21)

近似只含有非线性部分,满足

N(t) = e(t) =

f [e(t −1),e(t −2), · · · ,e(t −m)]+ε(t), (22)
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其中, m 为残差序列的嵌入维数. 接下来, 使用

RESN 预测非线性残差序列 N(t), 将预测值 N̂(t)

补偿到 ARMA(p, q)的预测值中, 起到削峰填谷的

作用, 实现更高精度的多元混沌时间序列预测. 由

于 RESN具有一般 ESN的 “回声”性质 [9],因此设

定 m = 1,即 RESN输入为 u(t) = e(t −1),有

x(t) = sigmoid[Winu(t)+Wxx(t −1)],

N̂(t) =Woutx(t), (23)

进而有

ŷ(t) = N̂(t)+ L̂(t). (24)

基于以上分析,本文提出的 ARMA-RESN混合预测

模型包括三个步骤.

步骤 1 使用 ARMA(p, q)预测多元混沌时间

序列的线性部分 L̂(t).

步骤 2 采用 RESN 预测残差序列 e(t), 即

RESN 模拟多元混沌时间序列的非线性部分

e(t)≈ N̂(t).

步骤 3 将 RESN 模型预测的残差 N̂(t) 与

ARMA(p, q)的预测值 L̂(t)相加,得到 y(t)的预测

值 ŷ(t).

ARMA- RESN混合预测模型示意图如图 1所

示.

图 1 ARMA-RESN混合预测模型示意图

4 仿真结果与分析

为验证本文所提模型的有效性, 将其应用于

Lorenz 时间序列和太阳黑子 - 黄河径流量序列的

预测仿真中. 同时,在相同的数据集上,与 ARMA[3]

以及其他 ESN改进模型 (包括 RESN[11], SVESM[14]

和 ESGP[15])的仿真结果进行比较. ESN改进模型

储备池参数设置与本文所提的混合模型储备池

参数设置一致. 采用均方根误差 (root mean square

error, RMSE) 和平均绝对百分率误差 (symmetric

mean absolute percentage error, SMAPE)作为预测性

能的评价指标.

均方根误差反应模型预测值对观测值的平均

偏离程度.计算公式如下:

RMSE =

√
S

∑
t=1

[ŷ(t)− y(t)]2/(S−1), (25)

其中, ŷ(t)为模型预测值, y(t)为实际观测值, S为样

本个数.

平均绝对百分率误差衡量时间序列拟合的准

确度,主要评估时间序列的趋势. 计算公式如下:

SMAPE =
1
S

S

∑
t=1

∣∣∣∣y(t)− ŷ(t)
y(t)+ ŷ(t)

∣∣∣∣. (26)

4.1 Lorenz时间序列

Lorenz系统是美国气象学家 Lorenz模拟大气

环流模型建立的三元一阶常微分方程组,表达式如

下: 

dx
dt

= a(−x+ y),

dy
dt

= bx− y− xz,

dz
dt

= xy− cz.

(27)

当 a = 10, b = 28, c = 8/3, x(0) = 12, y(0) = 2,

z(0) = 9 时, 系统具有混沌特性. 取步长 0.02, 选

用四阶 Runge-Kutta 方法产生 1250 组多元混沌时

间序列.本文使用前 800组数据训练,后 450组数据

测试,比较不同模型对 x(t)的预测效果.在 ESN改

进模型中, 储备池参数设置如表 1所示. 利用 AIC

准则确定 ARMA(p,q)模型的阶数为 p = 2, q = 5.

表 1 ESN改进模型参数设置 (Lorenz序列)

储备池规模 谱半径 稀疏度 输入变换系数 正则项系数

200 0.9 0.05 0.1 10−10
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ARMA(2, 5)对测试集上 Lorenz-x(t)的预测曲

线如图 2(a)所示,将目标值与 ARMA(2, 5)线性预

测值做差得到残差序列, RESN对残差序列拟合,拟

合曲线如图 2(b)所示,最后将 RESN预测的残差值

与 ARMA(2, 5)预测的线性值相加, 得到混合模型

的预测值,预测曲线和误差曲线如图 2(c)和 (d)所

示. 从图 2(b) 可以看出, ARMA(2, 5) 预测得到的

残差序列曲线光滑,具有明显的非线性特征, RESN

对残差序列进行了较高精度的拟合, 最终得到的

误差序列类似白噪声, 如图 2(d) 所示. 并且, 从图

中可以看出, ARMA-RESN模型的预测绝对误差较

ARMA(2, 5) 预测的绝对误差小了一个数量级. 表

明 Lorenz-x(t)时间序列的线性特征和非线性特征

已得到充分估计.

表 2 给出了不同模型对测试集上 Lorenz-x(t)

的预测误差. 可以看出,单独使用 ARMA(p,q)模型

和 RESN模型预测 Lorenz-x(t)时间序列,预测误差

RMSE 均在 10−4 数量级上, ESN 改进模型 ESGP

和 SVESM 的 RMSE 在 10−5 数量级上, 而本文所

提模型由于对残差进行补偿,预测值与真实值偏离

较小, RMSE达到 10−6 数量级上. 对于 SMAPE,本

文所提模型 ARMA-RESN在 10−7 数量级上,略好

于 SVESM,明显好于其他模型,表明本文模型能够

高精度地估计 Lorenz序列的变化趋势.

图 2 测试集 Lorenz-x(t) 时间序列 (a)ARMA(2, 5) 预测
Lorenz-x(t) 曲线; (b) RESN 预测残差序列曲线; (c) ARMA-
RESN 预测 Lorenz-x(t) 曲线; (d) ARMA-RESN 预测 Lorenz-
x(t)的绝对误差曲线

表 2 不同模型对测试集 Lorenz-x(t)预测误差表

模型 ARMA RESN ESGP SVESM ARMA-RESN

RMSE 1.5603×10−4 1.2238×10−4 9.1258×10−5 1.2676×10−5 3.0264×10−6

SMAPE 1.5890×10−5 3.2156×10−5 1.7845×10−5 7.6531×10−7 3.3689×10−7

4.2 太阳黑子时间序列

选取河南省三门峡水文站观测的 1700—2003

年的年太阳黑子数 -黄河径流量 304组二变量数据

作为本文模型的仿真数据.

表 3 ESN改进模型参数设置 (太阳黑子数 -黄河径流量时间序列)

储备池规模 谱半径 稀疏度 输入变换系数 正则项系数

100 0.9 0.05 0.36 10−4

使用前 258 组太阳黑子和黄河径流量序列训

练,后 46组测试,比较不同模型对下一年太阳黑子

数的预测效果. ESN改进模型的参数设置如表 3所

示. 利用 AIC准则确定 ARMA(p, q)模型的阶数为

p = 2, q = 2. ARMA(2, 2) 对测试集上太阳黑子数

的预测曲线如图 3(a) 所示, 将目标值与 ARMA(2,

2)预测的线性值做差得到残差序列,残差序列具有

较明显的非线性趋势, RESN对残差序列进行拟合,

预测曲线如图 3(b)所示,最后将 RESN预测的残差

值与 ARMA(2, 2)预测的线性值相加,得到 ARMA-

RESN模型的预测曲线和误差曲线,如图 3(c)和 (d)

所示. 储备池丰富的动态性能和稀疏的结构充分地

映射了太阳黑子 -黄河径流量残差序列的非线性特

征, 可以看出, ARMA-RESN 模型的预测误差近似
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为白噪声.

图 3 测试集太阳黑子时间序列 (a)ARMA(2, 2)预测太阳黑
子曲线; (b)RESN预测残差序列曲线; (c) ARMA-RESN预测太
阳黑子曲线; (d) ARMA-RESN预测太阳黑子绝对误差曲线

不同模型对测试集上太阳黑子数的预测误差

如表 4所示,本文所提模型的 SMAPE比 ARMA和

RESN有所减小, 略高于 ESGP和 SVESM.但是本

文模型的 RMSE 较 ARMA 和其他 ESN 改进模型

都有所减小,原因在于实际观测的太阳黑子 -黄河

径流量数据本身含有较大的随机误差,本文模型对

误差补偿, 减小了预测值与真实值之间的偏差, 起

到了削峰填谷的作用,更好地描绘出太阳黑子的动

力学特性.

以上仿真结果表明,本文所提的模型能够有效

地模拟多元混沌时间序列的线性特征和非线性特

征,普遍适用于多元混沌时间序列预测.

表 4 不同模型对测试集太阳黑子数预测误差表

模型 ARMA RESN ESGP SVESM ARMA-RESN

RMSE 18.2564 17.1846 16.5282 15.9040 15.7937

SMAPE 0.1680 0.2120 0.1308 0.1370 0.1471

5 结 论

本文根据多元混沌时间序列的特点,提出了基

于误差补偿的 ARMA-RESN混合模型,预测多元时

间序列. 该模型兼具 ARMA(p, q)和 RESN的优点,

ARMA(p, q)模型能够以很高的精度逼近多元混沌

时间序列的线性特性; RESN能够准确地描绘多元

混沌时间序列的非线性特性,算法简单高效. 因此,

相较于单一模型, 本文模型适用范围更广. 仿真结

果表明, ARMA-RESN预测模型精确地刻画了多元

混沌时间序列的动力学特性, 预测精度高, 具有普

适性和有效性.
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Abstract
Considering the problem that simply modifying the reservoir algorithm cannot significantly improve the prediction accuracy of

chaotic multivariate time series, in this paper we propose a hybrid prediction model based on error correction. The observed data
includes both linear and nonlinear features. First, we use autoregressive and moving average model to capture the linear features, then
build a regularized echo state network to portray the dynamic nonlinear features. Finally, we add the predicted nonlinear value to the
predicted linear value, in order to improve forecasting accuracy achieved by either of the models used separately. The experimental
results of Lorenz and Sunspot-Runoff in the Yellow River time series demonstrate the effectiveness and characteristics of the proposed
model herein.
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