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Voigt线型函数及其最大值的研究*
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研究了多普勒和洛伦兹线型函数卷积形式的 Voigt线型函数,给出了它的最大值.结果表明, Voigt线型函数是

关于中心频率的对称函数, Voigt线型函数的最大值由多普勒和洛伦兹线型函数的半宽度决定,与中心频率无关,且

比洛伦兹和多普勒线型函数的最大值都小. 提出了利用 Voigt线型函数最大值和半宽度获得多普勒线型函数和洛伦

兹线型函数的方法,并利用Monte Carlo方法进行了验证.
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1 引 言

由于光谱线型中包含有发光粒子的内部结构、

粒子间相互作用、周围环境 (如温度和压力)等信
息, 光谱线型的研究在化学反应动力学、气象学、
宇宙学等研究领域有很重要的理论意义和应用价

值 [1,2]. 在低气压情况下, 谱线的展宽为多普勒效
应导致的多普勒展宽占优势,而在压强很高的情况
下,则由发光粒子与其他粒子的频繁碰撞导致的碰
撞展宽占优势. 在实际的发光系统,如多普勒展宽
和碰撞展宽共存的气体放电系统中,导致谱线展宽
的机制不是孤立、单一存在的,两种展宽机制都存
在,光谱线型为综合展宽线型 [3,4]. 此时线型函数是
高斯线型函数和洛伦兹线型函数的卷积形式,称为
Voigt线型函数 [5,6].
自 Voigt线型提出以来, 对它的研究一直受到

重视, 但 Voigt 线型函数是一个积分形式, 没有容
易计算的解析形式, 多年来的研究多集中在 Voigt
线型函数的数值计算 [7−9]. 本文在深入分析 Voigt
线型函数的基础上, 利用傅里叶变换方法得到了
Voigt 线型函数最大值的解析式, 并且给出了与其
他两种线型函数的最大值之间的关系式. 同时由已
知的 Voigt线型, 利用三种线型的半宽度和最大值

的关系分别得到了对应的洛伦兹和多普勒线型,从

而为从光谱线型提取出相关的物理信息,提供了重

要的参考依据.

2 光谱线型函数

2.1 洛伦兹线型函数和多普勒线型函数

由于自发辐射和碰撞而导致的均匀展宽线型

函数为洛伦兹线型函数

gL(ν ,ν0) =
1
π

αL

(ν −ν0)2 +α2
L
, (1)

其中, ν0, αL 分别为中心频率和半宽度.显然,洛伦

兹线型函数的最大值为

gL,max = gL(ν0,ν0) =
1
παL

.

由于发光粒子的速度分布而导致的非均匀展

宽的线型函数,即由多普勒效应而导致的线型函数

为高斯分布函数,相应的多普勒线型函数为

gD(ν ,ν0) =

√
ln2
π

1
αD

e
−
[

ln2
(αD)

2 (ν−ν0)
2
]
, (2)

αD =
ν0

c

(
2kT
m

ln2
)1/2

,
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其中, ν0, αD 分别为中心频率和半宽度, m, T 分别

为发光粒子的质量和气体温度, k, c分别为玻尔兹

曼常数和真空中光速. 显然, 多普勒线型函数的最
大值为

gD,max = gD(ν0,ν0) =

√
ln2
π

1
αD

.

2.2 Voigt线型函数

对于气体工作物质,上述由碰撞导致的均匀展
宽和多普勒效应导致的非均匀展宽是主要的展宽

类型, 同时考虑这两种展宽机制, 可以得到综合展
宽线型函数.
利用光谱线型函数形式中的辐射能量按频率

的分布函数可以获得综合加宽线型函数 [10]. 假设
在只有均匀加宽的情形下加入多普勒效应的影响

并考虑全部频率范围,则辐射能量 I0 在 (ν,ν + dν)
频率范围的能量为

I0

[∫ +∞

−∞
gL(ν1,ν0) ·gD(ν ,ν1)dν1

]
dν ,

综合加宽线型函数为

gz(ν ,ν0) =
∫ +∞

−∞
gL(ν1,ν0) ·gD(ν ,ν1)dν1

=
1
π

√
ln2
π

∫ +∞

−∞

αL

(ν1 −ν0)2 +α2
L

1
αD

× e
−
[

ln2
(αD)

2 (ν−ν1)
2
]

dν1. (3)

对于上式, 考虑只有一种展宽机制即 αD → 0
或 αL → 0, 则相应的 gD(ν ,ν0) 或 gL(ν ,ν0) 成为 δ

函数, 根据 δ 函数的选择性定理, 综合加宽线型函
数蜕化为相应的洛伦兹线型函数或多普勒线型函

数.
在 (3)式中, αD 与中心频率 ν1 有关. 由于 αL,

αD 与线型中心频率 ν0 相比都很小,所以在积分中
可以取 αD 为常数,则有

gz(ν ,ν0) =V (ν,ν0)

=

√
ln2
π

1
αD

(
µ
π

∫ +∞

−∞

1

(ξ + t)2 +µ2
e−t2

dt

)
, (4)

其中, ξ =
√

ln2
v− v0

αD
, µ =

√
ln2

αL

αD
, t =

√
ln2

αD
(ν1 −

ν), V (ν ,ν0)称为 Voigt线型函数.
若记

K(ξ ,µ) =
µ
π

∫ +∞

−∞

1

(ξ + t)2 +µ2
e−t2

dt, (5)

则

V (ν ,ν0) =

√
ln2
π

1
αD

K(ξ ,µ). (6)

3 Voigt 线型函数的归一化条件和对
称性

3.1 Voigt线型函数的归一化条件

综合加宽线型函数 gz(ν ,ν0) 自然严格满足归

一化条件,那么,作为其特殊值的 Voigt线型函数也

自然满足归一化条件,即∫ +∞

−∞
V (ν ,ν0)dν

=
µ
π

3
2

∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞

1

(ξ + t)2 +µ2
e−t2

dt

)
dξ = 1,

通过采用交换积分次序等计算,结果表明上式成立,

即 Voigt线型函数严格满足归一化条件.

Voigt线型函数严格满足归一化条件的原因在

于尽管将 αD 近似为与中心频率无关的常数,但是

计算中所依据的多普勒线型函数仍然满足归一化

条件. Voigt 线型函数满足归一化条件并不意味着

V (ν ,ν0)与 gz(ν ,ν0)偏差很小,只有当 αL, αD 与中

心频率 ν0 相比都很小时, V (ν ,ν0)与 gz(ν ,ν0)才近

似相等,这也是一般的气体放电中所能够满足的条

件.

3.2 Voigt线型函数的对称性

根据 (1)和 (2)式,洛伦兹线型函数 gL(ν ,ν0)关

于 ν = ν0严格对称,而多普勒线型函数 gD(ν ,ν0)关

于 ν = ν0 在线芯范围内近似对称. 下面分析 Voigt

线型函数的对称性.

由 (5)式,有

K(ξ ,µ) =
µ
π

∫ +∞

−∞

1

(ξ + t)2 +µ2
e−t2

dt

=
µ
π

∫ ∞

0

[
1

(−ξ + t)2 +µ2
+

1

(ξ + t)2 +µ2

]
e−t2

dt,

显然, K(ξ ,µ) = K(−ξ ,µ), 即 K(ξ ,µ) 关于 ξ 为
偶函数, 根据 (6) 式和 ξ =

√
ln2(v− v0)/αD, 可得

V (ν ,ν0)关于 ν = ν0 对称.

综上所述, Voigt 线型函数严格满足归一化条

件并关于 ν = ν0 对称.
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4 Voigt线型函数、洛伦兹线型函数和
多普勒线型函数三者最大值的关系

及其应用

4.1 三种线型函数最大值的关系

根据对
dK(ξ ,µ)

dξ
和

d2K(ξ ,µ)
dξ 2 的分析, 容易

得到,当 ξ = 0时, K(ξ ,µ)取得最大值,即当 ν = ν0

时, V (ν ,ν0)取得最大值,为

Kmax = K(0,µ) =
µ
π

∫ +∞

−∞

1
t2 +µ2 e−t2

dt. (7)

令

f1 (t) =
1

µ2 + t2 , f2 (t) = e−t2
.

若 F [ f1(t)], F [ f2(t)] 分别为函数 f1 (t), f2 (t) 的傅

里叶变换,则

F [ f1(t)] =
π

µ
e−µ|ω|, F [ f2(t)] =

√
πe−

ω2
4 .

根据傅里叶变换的乘积定理 [11],有

K(0,µ) =
µ
π

∫ +∞

−∞

1
µ2 + t2 e−t2

dt

=
ea2

√
π

∫ +∞

0
e−(

ω
2 +µ)

2
dω

=eµ2
[1− erf(µ)] ,

即, Voigt线型函数的最大值为

gV,max =V (ν0,ν0) =

√
ln2
π

1
αD

eµ2
[1− erf(µ)] , (8)

其中, erf(µ)为误差函数: erf(µ) =
2√
π

∫ µ

0
e−x2

dx.

由于 µ =
√

ln2
αL

αD
=

1√
π

gD,max

gL,max
,则

gV,max =gD,max e

(
1√
π

gD,max
gL,max

)2

×
[

1− erf
(

1√
π

gD,max

gL,max

)]
. (9)

三种线型函数的最大值的关系如图 1所示.
根据 µ ∈ (0,∞), 0 < erf(µ) < 1,由误差函数渐

近表达式 [12]有,

eµ2
[1− erf(µ)] =

1√
πµ

[
1+

∞

∑
k=1

(−1)k (2k−1)!!

(2µ2)k

]

<
1√
πµ

. (10)

根据 (8) 式和 µ =
√

ln2
αL

αD
得到: gV,max <

1
παL

,即

gV,max < gL,max. (11)

将 (8)式对 µ 求导,有

dgV,max

dµ
=

√
ln2
π

1
αD

{
2µ eµ2

[1− erf(µ)]− 2√
π

}
.

根 据 (10) 式, eµ2
[1− erf(µ)] <

1√
πµ

,

2µ eµ2
[1− erf(µ)] <

2√
π

, 有
dgV,max

dµ
< 0, 即

gV,max (µ) 为单调递减函数, 则 gV,max <

√
ln2
π

1
αD

,

即

gV,max < gD,max. (12)

由 (11)和 (12)式, Voigt线型函数的最大值比
洛伦兹和多普勒线型函数的最大值都要小.

图 1 (a) 在不同洛伦兹线型最大值下, Voigt 线型最大值随
多普勒线型最大值的变化; (b) 在不同多普勒线型最大值下,
Voigt线型最大值随洛伦兹线型最大值的变化

另外, 若 αD 很小而 αL 很大, 则 µ =
√

ln2
αL

αD
很大,由于 erf(∞) = 1,根据洛比达法则, Voigt线型
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函数的最大值接近于洛伦兹线型函数的最大值.如
果 αL 很小而 αD 很大,那么 µ =

√
ln2

αL

αD
很小,则

Voigt线型函数的最大值接近于多普勒线型函数的
最大值.

4.2 由 Voigt线型函数获得 αL,αD

由 (9)式得到 Voigt最大值与洛伦兹和多普勒
线型半宽度的关系式为

gV,max =

√
ln2
π

1
αD

e
(√

ln2 αL
αD

)2

×
[

1− erf
(√

ln2
αL

αD

)]
. (13)

三种线型半宽度之间没有精确的解析关系,较精确
的一个经验公式 [13]为

αν =
1
2

(
1.0692αL +

√
0.86639α2

L +4α2
D

)
. (14)

根据 (13)和 (14)式, 可以由 Vmax 和 αν 值得到 αL

和 αD, 即可以由实验获得的光谱线型得到洛伦兹
和多普勒线型的半宽度 αL 和 αD,从而提取出相关
的物理信息, (13)和 (14)式对应的曲线如图 2所示.
例如,若实验获得的光谱线型的最大值和半宽度分
别为 αV/ν0 = 3.2× 10−6, ν0gV,max = 0.12× 106, 则
由 (13) 和 (14) 式的解, 即图 2 中两条曲线的交点
为: αL/ν0 = 1.60×10−6, αD/ν0 = 2.23×10−6.

图 2 Voigt线型最大值和半宽度的变化曲线

为了验证上述方法的可行性,进行了大量的计
算.在计算中设定洛伦兹和多普勒线型函数的半宽
度 αL/ν0 和 αD/ν0,由Monte Carlo方法根据 (3)式
求出 Voigt 线型函数, 从而获得最大值 ν0gV,max 和

半宽度 αV/ν0,再利用上述方法求得洛伦兹和多普

勒线型函数的半宽度 αL/ν0和 αD/ν0.结果表明,所
得到的 αL和 αD与原来设定值极为接近.图 3给出
了一例,其中设定的 αL/ν0 = 1.21×10−6, αD/ν0 =

1.86×10−6,用 Monte Carlo方法得到的 Voigt线型
曲线如图 3(a) 所示, 可知其最大值和半宽度分别
为 ν0gV,max = 0.1514×106, αV/ν0 = 2.5984×10−6.
图 3(b) 为 (13) 和 (14) 式的两条曲线, 其交点为
αL/ν0 = 1.2160× 10−6, αD/ν0 = 1.8594× 10−6, 与
原设定的值极为接近. 总之, 本工作所提出的由
Voigt线型获得洛伦兹与多普勒线型半宽度的方法
是可行的.

图 3 (a)用 Monte Carlo抽样统计方法得到的 Voigt线型曲线;
(b)分别由 (a)中的最大值、半宽度决定的 aD-aL 曲线及其交点

5 结 论

1)作为综合展宽线型函数近似的 Voigt线型函
数是关于中心频率的对称函数,且严格满足归一化
条件.

2) Voigt 线 型 函 数 的 最 大 值 为 Vmax =

123301-4
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ln2
π

1
αD

eµ2
[1− erf(µ)], 即 gV,max 由多普勒线型

函数和洛伦兹线型函数的半宽度决定,而且其最大

值比洛伦兹和多普勒线型的最大值都小.

3)由 Voigt函数的最大值和半宽度的经验公式

得出了多普勒线型函数和洛伦兹线型函数的半宽

度,为由 Voigt线型函数获得光源的物理信息提供

了一种有效方法.
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Voigt profile function and its maximum∗
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Abstract
The Voigt profile function which is the convolution of the Doppler and Lorentzian function is investigated analytically and its

maximum is obtained. The results indicate that the maximum of the Voigt profile function is smaller than maxima of Doppler and
Lorentzian profile function, which is determined by the half-widths of Doppler and Lorentzian profile function. The Voigt profile
function is a symmetric function about the central frequency. A new technique is presented, with which the Doppler and Lorentzian
profile function can be obtained by using the maximum and half-width of the Voigt profile function, and the technique is verified by
the Monte Carlo method.
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