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基于不可压缩光滑粒子动力学的黏性液滴

变形过程仿真*

邱流潮†

(中国农业大学应用力学系,北京 100083 )

( 2013年1月22日收到; 2013年2月22日收到修改稿 )

应用基于投影算法的不可压缩光滑粒子动力学 (incompressible smoothed particle hydrodynamics, ISPH)法对黏

性液滴变形过程进行了数值仿真. 对于张力失稳导致的粒子非物理簇集问题,采用粒子移位技术加以解决. 为了验

证本文 ISPH算法的精度和稳定性,分别模拟了圆形黏性液滴的拉伸变形过程以及方形液滴的旋转变形过程,得到

了不同时刻液滴内部的压力变化特征,准确地捕捉了液滴自由面演化过程,并将数值计算结果与文献中的解析解进

行了比较. 分析结果表明,基于投影算法的不可压缩光滑粒子动力学方法结合粒子移位技术,能够有效地模拟黏性

液滴变形过程,可以得到精确和稳定的结果.
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1 引 言

光滑粒子动力学 (smoothed particle hydrody-

namics, SPH) 方法最初源于天体物理问题中的星

球碰撞计算 [1,2]. SPH作为一种纯拉格朗日无网格

粒子方法,非常适合模拟涉及自由表面、运动界面

以及变形边界的复杂流动问题.当 SPH用于模拟具

有自由表面的不可压缩流体时,最常用的方法有两

种: 一种是弱可压缩光滑粒子动力学 (weakly com-

pressible smoothed particle hydrodynamics, WCSPH),

这种方法采用人工压缩性来模拟不可压缩流体,即

压力和密度之间采用刚性状态方程联系起来,并假

设一个足够小的马赫数以保证密度的变化不超过

1%[3]. Monaghan[3] 最先将这种方法成功用于求解

不可压缩自由面流动问题.随后这种方法被广泛用

于分析涉及自由表面的不可压缩流动,如 Qiu[4] 应

用弱可压缩光滑粒子动力学对滑坡产生涌浪进行

了数值模拟,蒋涛等 [5]基于WCSPH方法研究了黏

性液滴形变自由表面问题, 马理强等 [6] 应用 WC-

SPH 方法对液滴冲击液膜问题进行了数值模拟.

另一种方法称作不可压缩光滑粒子动力学 (ISPH)

法 [7]. 这种方法直接求解不可压缩 N-S方程,压力

通过泊松方程求得. ISPH法在不可压缩自由面流

动问题的模拟方面已有不少应用,如 Shao和 Lo [8]

采用 ISPH法分析了涉及自由表面的牛顿流体及非

牛顿流体运动. WCSPH方法在计算不可压缩流时

由于时间步长受声速的限制导致计算效率不高,同

时压力计算精度也较低. Lee等 [9] 研究指出 ISPH

算法在稳定性、计算精度、计算效率、压力值求

解等方面均优于传统WCSPH方法. 本文采用基于

投影算法的不可压缩光滑粒子流体动力学模拟黏

性液滴的变形过程及其水动力特性, 并采用粒子

移位技术解决由于张力失稳导致的粒子非物理簇

集问题.
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2 数值方法

2.1 控制方程

不可压缩流体 Lagrange形式的控制方程为

∇ ·u= 0, (1)

Du

Dt
=− 1

ρ
∇p+

µ
ρ

∇2u+ggg, (2)

式中 u为速度矢量, p 为压力, ggg 为重力加速度, µ
为动力黏性, ρ 为密度.

2.2 投影算法

本文采用与 Cummins 和 Rudman[7] 相似的投

射算法求解. 该算法时间积分为一阶精度,计算中

粒子密度和质量保持不变.在投射算法预测步, 不

考虑压力梯度的影响,故在该步, 流体计算不满足

不可压缩条件;在校正步,利用不可压缩条件建立

的压力泊松方程求解压力值.具体算法如下.

1) 将粒子 a 在时间步 n 的位置 rn
a 由速度 un

a

对流致中间临时位置

r∗a = rn
a +∆tun

a; (3)

2)在不考虑压力梯度的影响下,由动量方程求

得粒子 a在位置 r∗a 处的中间临时速度

u∗
a = un

a +∆t
(µ

ρ
∇2un

a +g
)

; (4)

3)在时间步 n+1,压力通过求解下面的泊松方

程得到

∇ ·
( 1

ρ
∇pn+1

)
a
=

1
∆t

∇ ·u∗
a; (5)

4)对粒子在时间步 n+1的速度和位置进行更

新

un+1
a = u∗

a −
∆t
ρ

∇pn+1
a , (6)

rn+1
a = rn

a +∆t
(un+1

a +un
a

2

)
; (7)

5)重复执行 1)—4)步,直至计算结束.

2.3 ISPH公式

2.3.1 核函数
SPH 法的核心思想是通过核函数进行积分插

值, 因而核函数的选取十分关键. 本文采用 Mon-

aghan和 Lattanzio[10]建议的核函数

W (rab,h) = γ


1− 3

2
q2 +

3
4

q3 (0 6 q < 1)
1
4
(2−q)3 (1 6 q 6 2)

0 q > 2

, (8)

其中, h为光滑长度, rab = |ra −rb|表示粒子 a与 b

之间的距离, q = rab/h,二维情况下 γ = 10/7πh2,三

维情况下 γ = 1/πh3.

2.3.2 SPH离散
在基于投影算法的 ISPH中, 需要用到几个算

子的 SPH离散格式,包括梯度、散度,以及拉普拉

斯算子. 本文采用与文献 [8, 11]相同的算子离散公

式 ( 1
ρ

∇p
)

a
= ∑

b
mb

( pa

ρ2
a
+

pb

ρ2
b

)
∇aWab, (9)

(
∇ ·u

)
a = ∑

b

mb

ρb
(ub −ua) ·∇aWab, (10)

(µ
ρ

∇2u
)

a

= ∑
b

4mb(µa +µb)(ra −rb) ·∇aWab

(ρb +ρb)2(r2
ab +0.01h2)

(ua −ub), (11)

∇ ·
( 1

ρ
∇p

)
a

= ∑
b

mb
8

(ρa +ρb)2
(pa − pb)(ra −rb) ·∇aWab

(r2
ab +0.01h2)

, (12)

其中, ∇aWab =
ra −rb

rab

∂Wab

∂ rab
为核函数梯度.

由于本文计算中粒子的密度假设为常数,根据

上述算子表达式,于是可得 (4)—(6)式的 SPH离散

式如下

u∗
a = un

a +∆t
(

∑
b

2Vbµ(ra −rb) ·∇aWab

(r2
ab +0.01h2)

× (un
a −un

b)+g

)
, (13)

∑
b

2
Vb

ρ
(pn+1

a − pn+1
b )(ra −rb) ·∇aWab

(r2
ab +0.01h2)

=
1
∆t ∑

b
Vb(u

∗
b −u∗

a) ·∇aWab, (14)

un+1
a = u∗

a −
∆t
ρ ∑

b
Vb(pn+1

a + pn+1
b )∇aWab, (15)

其中 Vb 表示粒子 b 的体积. 本文采用 Bi-

CGSTAB[12] 迭代法求解泊松方程 (14) 式, 并取

10−3 作为收敛判据.
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2.4 边界条件

2.4.1 自由面边界
本文采用与文献 [13] 相似的方法处理自由面

边界. 这种方法首先识别自由面边界上的粒子, 然

后将这些粒子的压力设为零. 自由面边界上的粒子

是通过下式来识别的

(∇ ·r)a =
mb

ρb
(ra −rb) ·∇aWab, (16)

对于没有被截断的核支持域, (16)式的值在二维条

件下应等于 2,三维条件下应等于 3. 而与接近自由

表面的粒子对应的值应小于这些数. 本文二维分析

中识别自由表面粒子的判据取 1.5.

2.4.2 固壁边界
当本文方法用于分析涉及固壁边界的流动问

题时,采用镜像粒子法 [14]模拟固壁边界. 在每个时

间步,距离边界一个光滑长度内的流体粒子以边界

为对称面生成相应的镜像虚粒子,这些虚粒子与对

应流体粒子具有相同的密度与压力,速度大小相同,

方向相反,以满足壁面无滑移条件. 对于靠近拐角

处的流体粒子,该粒子除了在两个边上有镜像虚粒

子外, 还会以拐角对称生成一个镜像虚粒子, 速度

和压力的设置方法与前述方法相同.

2.5 时间积分步长

本文不可压缩光滑粒子动力学法,除求解压力

的泊松方程为隐式积分外, 其他均为显式方法. 为

了得到稳定和精确的解,时间积分步长应满足下面

两方面的约束条件 [8]:

∆tc 6 αc
h

umax
, (17)

∆td 6 αd
ρh2

µ
, (18)

其中, αc和 αd为常数,本文均取 0.2. umax为流体粒

子最大速度.显然, 时间步长应同时满足上述两个

条件,于是最终时间步长取二者中的最小值

∆t = min(∆tc,∆td). (19)

2.6 张力失稳处理方法

Monaghan[15] 指出:在 SPH模拟流体的大变形

问题中, 张力失稳会导致粒子非物理簇集现象,从

而产生较大误差甚至错误的结果.目前, 解决张力

失稳的方法有很多, 如 Monaghan[15] 在压力项中

引入额外的人工应力来克服粒子簇集现象, 蒋涛

等 [5] 采用变光滑步长法, Xu[16] 引入粒子移位 (par-

ticle shifting) 技术处理粒子簇集问题. 本文采用与

文献 [16]相同的方法解决张力失稳引起的粒子非

物理簇集现象.这种方法根据一定的频率 (本文算

例为每个时步一次)对每个粒子的位置进行轻微的

调整, 以保持粒子正常分布.每个粒子 a的位置按

下式进行移位

δ ra =C∆tumaxRa, (20)

其中, C为 0.01—0.1范围内的常数,本文取 0.02,移

位向量Ra 为

Ra =
Ma

∑
b=1

r̄2
a

r2
ab
nab, (21)

式中, Ma 中表示粒子 a 最近邻域内的粒子数, nab

表示粒子之间的距离向量, r̄a 表示粒子 a最近邻域

内的平均粒子间距, r̄a =
1

Ma

Ma

∑
b=1

rab.

3 数值算例与结果分析

3.1 圆形液滴拉伸变形

为了验证本文方法的精度及稳定性,这里首先

模拟一个初始为圆形的黏性液滴拉伸情况下的变

形过程. 之所以选取这个算例,是因为文献 [17]中

有现成的解析解可用于比较. 本文计算中, 液体的

动力黏性 µ = 10−3 Pa·s−1,密度 ρ = 103 kg/m3. 初

始时液滴的半径 R = 1 m. 液滴没有任何外力,只有

初始速度场 ux
0 =−100x, uy

0 =−100y以及初始压力

场 p0 = 50ρ[R2 − (x2 + y2)], 这里 x, y 为坐标值, 开

始时液滴的圆心坐标为 (x = 0, y = 0). 圆形液滴在

拉伸作用下呈椭圆形,椭圆的长、短半轴长度分别

用 A和 B表示.

本文计算中光滑长度 h保持不变,且设为粒子

初始间距 ∆d的 1.5倍,即 h = 1.5∆d. 时间积分步长

∆t = 2×10−5 s. 为了进行收敛分析,分别计算了两

种不同初始粒子间距: ∆d = 0.04 m和 ∆d = 0.02 m,

对应的 SPH粒子数分别为 1976和 7860. 计算结果

表明 7860 个粒子可以得到收敛结果, 所以后面若

没有特别说明, 给出的结果均为 ∆d = 0.02 m的结

果.图 1给出了液滴在拉伸状态下不同时刻对应的
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粒子分布情况, 图中的等值线表示压力分布情况.

图 2给出变形过程中椭圆形液滴短半轴长度 B随

时间变化的数值结果与文献 [17]中解析解的比较.

图 3给出变形过程中椭圆中心位置压力随时间变

化的数值结果与文献 [17]中解析解的对比. 比较结

果表明本文方法能得到精确和稳定的结果.

图 1 液滴拉伸状态下不同时刻对应的粒子分布情况 (等值线表示压力分布)

图 2 椭圆液滴短半轴长度 B随时间变化

图 3 椭圆中心位置压力随时间变化

3.2 方形液滴旋转变形

这里对方形液滴旋转变形过程进行模拟. 一个

边长 1 m 的方形黏性液滴在初始速度场 ux
0 = ωy,

uy
0 = −ωx 作用下产生自由变形. 这里 x, y 为坐标

值, 开始时液滴的中心坐标为 (x = 0, y = 0), ω 表

示任意角速度. 本文计算中, 初始压力场设为零,

ω = 100, 液体的动力黏性 µ = 1000 Pa·s−1, 密度

ρ = 103 kg/m3. 该问题在文献 [17] 中已有研究过.

这是一个具有挑战性的数值模拟问题,因为在变形

过程中可能会出现张力失稳而产生粒子非物理簇

集现象,本文采用粒子移位技术来解决该问题.

本文计算中光滑长度 h保持不变,且设为粒子

初始间距 ∆d 的 1.5 倍, 即 h = 1.5∆d. 初始粒子间

距 ∆d = 0.02 m, 对应的 SPH粒子数为 2500. 时间

积分步长 ∆t = 1× 10−4 s. 为了验证本文采用的粒

子移位技术解决粒子非物理簇集是否有效,这里分

别模拟了两种工况, 一种采用粒子移位技术, 另一

种不采用粒子移位技术. 图 4 给出了两种工况下,

t = 0.05 s时方形液滴粒子分布情况的比较. 从图中

可以看出,本文采用的粒子移位技术可以有效地解

决粒子非物理簇集问题.图 5给出了采用了粒子移

位技术后方形液滴粒子不同时刻的分布情况. 结果

表明本文方法模拟自由面黏性流动问题十分有效.

4 结 论

本文采用基于投影算法的不可压缩光滑粒子

动力学 (ISPH)法对黏性液滴变形过程进行了数值

模拟. 并采用了粒子移位技术解决由于张力失稳导

致的粒子非物理簇集问题.数值分析结果表明: 本

文的 ISPH法方法能够准确地追踪黏性液滴自由面

变形过程,文中采用的粒子移位技术能很好地消除

液滴大变形过程中的非物理簇集现象.本文数值方

法为研究黏性液滴变形问题提供了一个精确和稳

定的数值方法.
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图 4 t = 0.05 s时方形液滴粒子分布情况 (左图为采用了粒子移位技术的结果)

t= 0 s t= 0.01 s t= 0.02 s t= 0.03 s

t= 0.04 s t= 0.05 s

P/Pa



↩.

↩.

↩.

↩.

图 5 方形液滴粒子不同时刻的分布情况 (等值线表示压力分布)
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Abstract
A projection-based incompressible smooth particle hydrodynamics (ISPH) is applied to the simulation of the deformation process

of viscous liquid drop. In our numerical computation, the particle shifting technique is used to overcome particle clustering due to
the tensile instability in SPH. In order to verify the proposed ISPH, numerical simulations of a viscous circle drop stretching and a
viscous square drop rotating are carried out. The pressure distribution in the drop is obtained, and the deformation process of viscous
liquid drop is correctly captured. Comparisons between numerical results and the analytical solutions in the literature are presented.
The simulation results show that the projection-based ISPH with particle shifting technique can be used to simulate the deformation
process of viscous liquid drop with stability and accuracy.
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