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试用 Lyapunov指数探讨气候突变及其前兆信号*
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Lyapunov指数是标志一个系统做规则运动还是混沌运动的一个重要物理量. 鉴于此,本文利用 Lyapunov指数

研究系统的混沌特性,研究气候的突变.计算结果表明,定义法求得的 Lyapunov指数是一种可靠的突变检测方法,

无论是理想序列还是实际存在突变的序列,利用该方法都能准确地找出突变位置;而利用非线性局部 Lyapunov指

数的可预报期限从理论上佐证了基于临界慢化现象的气候突变前兆信号的可靠性, 通过计算各个时间段的最大

Lyapunov指数能够反映系统的内在性质、研究其混沌特性. 研究结果为该方法在实际观测资料中的广泛应用提供

了理论基础.
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1 引 言

已有的研究 [1,2] 表明,气候系统的演化并不总

是渐进的, 而是有可能在较短的时间内从一种相

对稳定的状态跃变到另一种稳定的状态, 称为气

候系统的突变.气候系统是一个庞大的、耗散的混

沌系统, 突变的产生具有很大的复杂性 [3−5], 怎样

从过去的气候记录中检测气候突变,对于预测未来

的气候变化趋势有着非常重要的现实意义和科学

价值 [2,6−8]. 已有学者对此做了大量卓有成效的工

作,传统的突变检测方法有 [9]: 滑动 t-检验, Cramer

方法, Mann-Kendall检验, Yamamoto方法, Pettitt方

法, Lepage法 [10];文献 [11—17]引进并发展了很多

突变检测新方法,如条件熵、动力学相关因子指数

(Q 指数)、启发式分割算法 (BG 算法)、复杂度、

幂律指数、高阶矩、排列熵、近似熵、滑动移除

近似熵、滑动去趋势波动分析法、滑动移除去趋

势波动分析法和滑动移除重标极差法等. 这些突变

检测新方法的出现在很大程度上丰富了突变检测

的手段,提供了突变检测的多种途径.

气候系统是一个复杂的非线性动力学系统 [5],

因此利用非线性动力学指数 ——Lyapunov 指数

研究气候系统展示了其潜在的应用前景. 系统的

Lyapunov指数可以用来判断系统是收敛的还是混

沌的. 当系统的 Lyapunov指数中至少有一个为正

时,系统是混沌的;当系统的 Lyapunov指数均为负

数时, 系统是收敛的. 因此, Lyapunov 指数是标志

一个系统做规则运动还是混沌运动的一个重要物

理量. 文献 [18,19]利用非线性局部 Lyapunov指数

(NLLE)研究大气系统的可预报期限的工作为气候

变化的研究提供了新思路. 相对于突变检测, 气候

突变的前兆信号显得尤为重要 [20], 其作为一个非

常值得深思的命题被提出来,引起了众多的气象工

作者的关注. 而气候系统在趋近于临界点、发生突

变之前能否找到其前兆信号是当今气候预测的一

个重要问题 [21,22]. 文献 [23—26]将临界慢化理论

引用至气候突变前兆信号的研究,探讨了利用临界
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慢化现象研究气候突变前兆信号的可能性,研究了
方法针对不同资料、不同区域的有效性和适用性,
为更深层次了解气候突变、寻找气候突变前兆信

号奠定了基础. 然而, 针对临界点前后到底发生了
什么变化,系统的内在性质如何变化以及从理论上
解释前兆信号仍是一个亟需解决的问题.
鉴于此, 本文基于 Lyapunov 指数对非线性理

想时间序列以及太平洋年代际振荡指数资料进行

了突变检测分析, 进而利用非线性局部 Lyapunov
指数从理论上对突变前兆信号进行了解释,通过各
个时间段的最大 Lyapunov指数 (LLE)反映突变前
后、临界点的内在性质,最终实现了利用 Lyapunov
指数将突变检测及其前兆信号的工作进行联系.计
算结果表明, 基于 Lyapunov 指数的突变检测方法
无论是对理想时间序列还是实际气象序列,其检测
效果都非常优越; 而利用非线性局部 Lyapunov 指
数的可预报期限从理论上佐证了基于临界慢化现

象的气候突变前兆信号的可靠性,通过计算各个时
间段的 LLE能够反映系统的内在性质,研究其混沌
特性. 本文的研究为该方法在实际观测资料中的广
泛应用奠定了理论基础.

2 资料与方法

2.1 资 料

本文所用资料为通过 Logistic 映射、Rand 函
数构建的理想序列以及美国国家海洋与大气管理

局 (NOAA) 网站公布的太平洋年代际振荡 (PDO)
指数的月资料 (1950年 1月—2010年 12月),实际
计算中以 1981—2010 年作为参考气候态, 原始观
测资料与参考气候态的距平作为计算序列.

2.2 研究方法

2.2.1 Lyapunov指数
Lyapunov 指数 [27] 是标志一个系统做规则运

动还是混沌运动的一个重要物理量. Lyapunov指数
的定义式为

λ (x0) = lim
N→∞

lim
ε→∞

1
N

ln
∣∣∣∣ f N(x0 + ε)− f N(x0)

(x0 + ε)− x0

∣∣∣∣
= lim

N→∞

1
N

ln
∣∣∣∣ d f N(x0)

dx0

∣∣∣∣ , (1)

λ < 0表示初值差异随迭代缩小, 对应一个稳定周
期轨道;当 λ > 0表示初值差异随迭代步数指数增

大, 对应一个混沌轨道; 当 λ = 0 表示初值差异随
迭代平均不变,此时对应三种情况,即准周期运动、
轨道处在一个分岔点或保守面积映射的规则运动.
目前常用的计算混沌时间序列最大 Lyapunov

指数 [28] 的方法主要有以下几种: 由定义法延伸
的 Nicolis方法、Jacobian方法、Wolf方法 (相空间
重构方法)、P- 范数方法、小数据量方法. 其中以
Wolf方法和小数据量方法应用最为广泛,也最为普
遍.

在 (1)式中当 N 极大时,
d f N(x0)

dx0
可以定义为

函数 f N(x)在 x0 处的一阶导数. 因此,在实际计算
Lyapunov指数时,问题便简化为求窗口大小数据拟
合的直线的斜率,本文使用最小二乘法对序列进行
拟合求斜率.

2.2.2 非线性局部 Lyapunov指数
如果忽略一些随机因素的影响, 大气系统可

被认为是一个确定性的非线性系统. 陈宝花、李
建平、丁瑞强等发展的非线性局部 Lyapunov指数
可以表征初始误差在有限时间内的局部平均增长

率,并且在大气系统可预报性方面做出了很好的工
作,得到了大气初始误差随时间的演化并确定了其
最大可预报时间. 类似于文献 [19], 对于时间序列
{x(ti), i = 1,2, · · · ,n} (n为时间序列的长度)的非线
性局部 Lyapunov指数计算步骤如下.

1)以 x(t1)为参考点,寻找与参考点 x分量距离
最近的点 (对应于 x(t1)的分量为 x′(t1)), 这样可以
保证两状态是动力性质一致的. 两点的距离可以表
示为

L(t1) =
∣∣x(t1)− x′(t1)

∣∣ . (2)

2)取演化步长 T = 1,设在时间 t2 = t1+1, x(t1)
和 x′(t1)分别演化到 x(t2)和 x′(t2),两点的距离为

L(t2) =
∣∣x(t2)− x′(t2)

∣∣ . (3)

初始误差在时间 T 内的指数增长率为

λT 1 =
1
T

ln
L(t2)
L(t1)

. (4)

3) 以 x(t2) 为参考点重复 1), 2) 过程得到 λT 2,
表示第二个参考点初始误差在时间 T 内的指数增
长率.将上述过程一致继续到 x(ti)的终点,得到每
个参考点在 T 内的误差增长率 λT K . 最后取指数
增长率的平均值作为演化步长为 T 的非线性局部
Lyapunov指数均值的近似估计:

λ̄ (T ) =
1
N

N

∑
K=1

λT K , (5)
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这里 N = n−T .
4) 依次增加演化步长 T , 重复上面步骤, 得到

λ̄ (T )随演化步长 T 的变化关系.
5)由 (4)和 (5)式可以求得相对误差经过 T 的

平均增长

Err(T ) = λ (T )×T =
1
N

N

∑
K=1

L′(tK)
L(t0)

. (6)

通过考察相对误差增长是否达到饱和来判断最大

可预报时间的大小.

2.2.3 理想时间序列的构建
为了模拟气候系统的非线性特征,类似于文献

[29] 构建了非线性理想时间序列 IS0, 序列总长为
2N,前 N 个数据由 Logistic映射产生,后 N 个数据
由正态分布的随机数模拟产生. 其 Logistic方程如
(7)式所示:

xn+1 = uxn(1− xn) x ∈ [0,1], (7)

在 (7)式中, 初值 x0 = 0.8, 参数 u = 3.8. 从该时间
序列的构造过程来看,两段子序列分别具有不同的

动力学特征,在 t = N + 1,序列由确定性模型——

Logistic 方程转变成了随机行为, 即系统在该点发

生了动力学结构突变. 由于 Lyapunov 指数能够反

映系统做规则运动还是混沌运动,若序列存在如上

的动力学结构突变, 则通过序列的 Lyapunov 指数

定能对这样的突变进行检测.

3 计算结果与讨论

3.1 基于 Lyapunov 指数的非线性理想时
间序列的突变检测

图 1 为存在动力学结构突变的四条理想时间

序列及其 Lyapunov指数分布.可以看出,图 1(a1)显

示在 t = 500时出现动力学结构突变,通过图 1(a2)

同样在 t = 500左右 (箭头标识位置)时检测到这一

次突变.同理,图 1 (b1), (b2), (c1), (c2), (d1), (d2)同

样能够得到类似的结论.比较分析图 1还可发现,

图 1 存在动力学结构突变的理想时间序列及其 Lyapunov指数分布 (a1)非线性时间序列 IS0随时间的演变情况,序列总
长为 1000,前 500个数据由 Logistic映射产生,后 500个数据由正态分布的随机数模拟产生; (a2)序列 Lyapunov指数突变检
测; (b1), (b2), (c1), (c2), (d1), (d2)分别表示时间序列长度为 2000, 5000, 10000,说明同 (a1), (a2)
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序列长度越长检测结果越稳定,图 1 (d2)的检测结

果较图 1(a2)稳定. 因此, 基于 Lyapunov指数的突

变检测方法是有效的.

图 2 存在动力学结构突变的理想时间序列及其 Lyapunov指
数分布 (a)非线性时间序列 IS0随时间的演变情况,序列总长
为 20000, 当 n = 10001时 u由 3.8突然减小到 3.7, 序列存在
突变 (由于数据量较大,图中出现数据重叠现象); (b)对 (a)归
一化之后的序列; (c), (b)所对应序列的 Lyapunov指数突变检
测结果 (箭头标识长度为窗口长度)

假如从原始序列就能发现存在突变, 再利用

Lyapunov指数突变检测方法来检测这个突变似乎

有画蛇添足之嫌. 毕竟实际的突变时间序列都是

无法从序列本身直接看出突变位置的,为了更进一

步说明该方法的适用性,本文还将该突变检测的方

法推广运用到不能从原始序列看出突变趋势的时

间序列,检测结果如图 2所示. 其中图 2(a)是原始

时间序列,由 Logistic映射产生,序列总长为 20000.

当 n = 10001时参数 u由 3.8突然减小到 3.7,因此

序列存在一次明显的理想突变.显然图 2(a)突变过

于明显, 为了避免这一缺陷, 分别将突变前后的数

据进行标准化, 即将变量值减去最小值, 然后除以

极差 (最大值与最小值之差),其分布如图 2(b)所示.

图 2(c)是图 2(b)所示序列的 Lyapunov指数突变检

测. 分析图 2(c)可知,在 n = 10001时 Lyapunov指

数存在一次非常明显的跃变,即能够清晰地检测出

类似图 2(b)这样不能直接观察出来的突变.通过图
1和图 2的分析可知,基于 Lyapunov指数的突变检
测方法适用性很好,检测效果优越.

3.2 基于 Lyapunov 指数的实际气象序列
的突变检测

为了更进一步检验 Lyapunov指数的突变检测
方法的有效性和适用性, 本文将该方法运用到实
际的气象序列中. PDO指数在 1976年存在一次冷
暖相位的转变,并且此次突变已经得到了大家的公
认[30,31].
图 3所示为 PDO指数资料的 Lyapunov指数的

突变检测结果.从图 3容易看出, PDO序列的 Lya-
punov指数分布存在明显的两个状态,在 1976/1977
年左右 (箭头指示位置为跃变位置)存在一次跃变,
从一个稳定态过渡到另外一个稳定态. 因此, 基于
Lyapunov指数的突变检测方法是非常有效的,它不
仅对理想的非线性时间序列检测有效,而且对人们
公认的突变检测效果也非常不错,展示了其潜在的
应用前景,为其成为一种新的突变检测方法奠定了
坚实的基础.

图 3 PDO指数的 Lyapunov指数的突变检测分布

3.3 基于 Lyapunov 指数的气候突变前兆
信号的研究

大气系统是一个非线性的混沌系统,本文利用
NLLE对大气系统的突变前兆信号进行了讨论.
从图 5可以获得以下信息: 1) PDO系统是非线

性的混沌系统, 因为图 5 中 PDO 指数的 NLLE 大
于零 (当系统的 Lyapunov 指数中至少有一个为正
或系统最大 Lyapunov 指数大于零时, 系统是混沌
的[27]); 2) PDO系统的 NLLE在第 80个月左右趋于
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稳定, 此时初始场、边界条件等信息丢失, 预报失
去意义,说明其最大可预报期限是 80个月 (6年半
左右). PDO系统是混沌的正好可以通过 Lyapunov
指数来分析, 80个月是 PDO系统的最大可预报性.
针对 PDO序列,通过前面 Lyapunov指数的突变检
测可以发现在 1976 年左右存在一次突变, 由图 4
的分析可知, 基于临界慢化现象的 PDO 突变前兆

信号在 1970 年左右, 即突变发生 6 年前出现前兆
信号. 将图 4 和图 5 联系起来分析, 便能说明所找
到的前兆信号是有理论依据的,说明了其有效性和
准确性. 因此,非线性局部 Lyapunov指数的可预报
期限从理论上佐证了基于临界慢化现象的气候突

变前兆信号的可靠性.

表 1 PDO指数各个时间段的 LLE

时间/年 1951—2010 1951—1955 1956—1960 1961—1965 1966—1970 1971—1975 1976—1980

LLE 1.23 1.09 1.31 1.40 1.33 1.15 1.33

时间/年 1981—1985 1986—1990 1991—1995 1996—2000 2001—2005 2006—2010

LLE 1.33 1.33 1.33 1.14 1.33 1.24

图 4 PDO指数资料的突变前兆信号分布 (a)方差信号;
(b)自相关系数信号 (根据参考文献 [24]稍做修改)

表 1所示为 PDO指数序列各个时间段的 LLE.

序列长度选取 1951—2010 年的月数据, 共计 720

个数据, 这里的 LLE由 Wolf法求得. 其中 1951—

2010年得到的 LLE为 1.23定为总的 LLE,后面分

别求出各个时间分段的 LLE并与总的 LLE做比较.

各分段的 LLE求法如下: 首先将 PDO序列进行标

准化 (原始数据减去均值, 然后除以方差); 利用随

机函数产生 1000 组长度为 60 的随机数组, 并对

这 1000组随机数求平均,得到一组长度为 60的随

机数, 并将其标准化; 利用求得的随机数挨个取代

标准化之后的 PDO对应的各个时段 (取代 1951—

1955, 1956—1960, · · · , 2001—2005, 2006—2010),利

用Wolf求出替代之后序列的 LLE.通过如此替代,

便能研究 PDO 序列各个时间段的混沌性质. LLE

反映系统的混沌性质, 指数值越大混沌性越强, 系

统越随机.从表 1看出,所有的 LLE均大于零,说明

PDO系统是混沌系统.

图 5 PDO指数资料的 NLLE (非线性局部 Lyapunov指数)随
滞后时间的分布

图 6所示为 PDO指数资料各个时间段的 LLE

与总的 LLE 的差值分布. 从图 6 可以看出, 仅有

1951—1955, 1971—1975, 1996—2000 三个时间段

的 LLE较总的 LLE小. 随机数组的替代使 LLE变

小了, 说明这三个时间段本身的混沌性是最强的.

从气候突变的定义出发,气候突变是指气候从一种

稳定态 (或稳定持续的变化趋势)穿过临界阈值跳

跃式地转变到另一种稳定态 (或稳定持续的变化趋

势) 的现象 [1]. 结合图 3 和图 4 对 PDO 序列的突

变以及突变前兆信号的分析,突变前是一种稳定态,

因此其 LLE相对较小,序列的混沌性不明显;当系

统趋近临界阈值时, 系统混沌性非常的强, 分布具

有很大的随机性, 因此出现类似 1971—1975 年这
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样的 LLE分布;系统穿过临界阈值转换到另外的稳
定态后,系统再次趋于稳定, LLE指数变小,系统混
沌性变弱. 因此,从 LLE的分布同样可以从理论上
验证临界慢化现象作为突变前兆信号的有效性和

可行性. 同理, 1951—1955年以及 1996—2000年出
现 LLE较大,同样可以如此分析.同样也有不少研
究表明 [1,30], PDO序列在 1960年左右以及 2000年
左右是存在突变的,考虑到资料长度以及距今时间,
这样两次突变没有形成共识. 通过表 1以及图 6的
分析可以获知, PDO系统突变前后系统内在混沌性
质发生了很大的变化,利用 LLE从理论上可以验证
基于临界慢化现象的气候突变前兆信号的有效性.

图 6 PDO指数资料各个时间段的 LLE与总的 LLE的差值
分布

4 结 论

Lyapunov指数是标志一个系统做规则运动还
是混沌运动的一个重要物理量. 将 Lyapunov 指数
用于理想时间序列以及 PDO指数观测资料的研究,
不仅能加深对观测资料混沌信息的认识,而且可对

异常可靠性的判断等提供新的方法.
本文从 Lyapunov 指数出发, 利用定义法求得

Lyapunov 指数并将其运用到突变检测中. 通过大
量数值试验, 测试了该方法对存在明显突变趋势
的非线性理想时间序列以及突变趋势不明显的动

力结构突变序列的可行性和有效性. 同时, 基于
Lyapunov指数的突变检测方法在 PDO指数序列中
的成功应用,进一步为该方法在实际观测资料中的
应用提供了实验基础,展示了其对时间序列突变检
测的广阔应用前景. 从非线性局部 Lyapunov 指数
出发, 得到了大气系统的可预报期限, 佐证了基于
临界慢化现象的气候突变前兆信号,并通过 LLE分
析了系统各个时间段的内在混沌性质. PDO指数序
列检测结果表明, 80个月的最大可预报期限佐证了
基于临界慢化现象的气候突变前兆信号提前 6 年
出现的正确性; 通过对各个时间段 LLE 的计算表
明, PDO系统是一个混沌系统,系统处于临界阈值
阶段时其混沌性最强、内在随机性最大,利用 LLE
从理论上可以验证基于临界慢化现象的气候突变

前兆信号的有效性. 总之,本文通过 Lyapunov指数
将突变检测和突变前兆信号两个重点、难点问题

联系起来, 并得到了一些很有意义的结论, 充分体
现了该工作的实用性和创新性.
需要指出的是, 尽管基于 Lyapunov 指数的突

变检测方法在理想序列以及 PDO指数资料中得到
了成功的应用, 但由于仍是初步研究, 对于该方法
的广泛应用以及在窗口选取的问题上还需进一步

研究. 本文利用非线性局部 Lyapunov 指数得到了
一些有意义的结果, 但是在计算非线性局部 Lya-
punov指数时,计算两点之间的最短距离中定义的
窗口大小也具有一定的人为性,是主观判断得到的
结论, 没有一个客观的标准, 因此要合理地解释文
中所描述的现象仍然需要进一步的研究.
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Try to use Lyapunov exponent to discuss the abrupt
climate change and its precursory signals ∗
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Abstract
Lyapunov exponent is an important physical quantity indicating a system is in regular motion or in chaotic motion. In view

of this, in this paper, we use the Lyapunov exponent to study the chaotic properties of the system, and the mutations in climate.
The results show that the Lyapunov exponent is a reliable mutation detection method. For the ideal sequence or actual atmosphere
sequence the method can be used to accurately find out the mutation position; the predictability of nonlinear local Lyapunov exponent
is used to evidence the reliability of the early warning signals of abrupt climate change based on the phenomenon of critical slowing
down, through calculating the largest Lyapunov exponent of each time the system intrinsic properties can be reflected and the chaos
characteristics can be studied, thereby providing a theoretical basis for the wide applications of the present method in real observation
data.
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