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自适应网络中病毒传播的稳定性和分岔行为研究*
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自适应复杂网络是以节点状态与拓扑结构之间存在反馈回路为特征的网络. 针对自适应网络病毒传播模型,利

用非线性微分动力学系统研究病毒传播行为;通过分析非线性系统对应雅可比矩阵的特征方程,研究其平衡点的局

部稳定性和分岔行为,并推导出各种分岔点的计算公式. 研究表明,当病毒传播阈值小于病毒存在阈值,即 R0 < Rc
0

时,网络中病毒逐渐消除,系统的无病毒平衡点是局部渐近稳定的; Rc
0 < R0 < 1时,网络出现滞后分岔,产生双稳态

现象,系统存在稳定的无病毒平衡点、较大稳定的地方病平衡点和较小不稳定的地方病平衡点; R0 > 1时,网络中

病毒持续存在,系统唯一的地方病平衡点是局部渐近稳定的. 研究发现,系统先后出现了鞍结分岔、跨临界分岔、

霍普夫分岔等分岔行为.最后通过数值仿真验证所得结论的正确性.
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1 引 言

近年来,复杂网络的病毒传播行为已得到许多
研究者的关注 [1−13],并提出了包括 SI (susceptible-
infected)模型、SIS (susceptible-infected-susceptible)
模型、 SIR (susceptible-infected-removed) 模型和
SIRS (susceptible-infected-removed- susceptible) 模
型等多种病毒传播模型 [3−6]. 在典型的病毒传播
模型中, 网络中的节点处于三种基本状态: 易染状
态 S (susceptible) ,感染状态 I (infected)、被移除状
态 R (removed). 基于这些传播动力学模型, 人们
对病毒在复杂网络中传播的临界值性质及稳定性

进行了研究 [1−13]. 文献 [3—6]研究了不同的基本
病毒传播模型的传播临界值问题; 文献 [7—9] 研
究了不完全免疫、非线性感染率等情况下病毒传

播行为;文献 [10, 11]针对含有暴露期的病毒传播
模型进行系统稳定性分析.研究发现,分岔 [12−15]、

混沌和不稳定振荡等动力学现象都可以存在于网

络的病毒传播模型中. 文献 [12, 13] 研究了小世
界时延网络中的稳定性及霍普夫分岔行为; 文献
[14, 15]分别分析了 SIS、SIRS模型中的滞后分岔
(backward bifurcation)行为.
在病毒传播的传染模型中,系统稳定性和分岔

行为是与传播临界阈值,即基本再生数 R0 (the basic
reproductive number)[16] 有关. 基本再生数表示的是
一个感染个体侵入健康群体产生的继发性感染个

体的平均数目. 通常情况下,如果 R0 < 1,系统存在
一个渐近稳定的无病平衡点, 疾病将不能传播, 继
而逐渐消亡;如果 R0 > 1,系统存在一个渐近稳定的
地方病平衡点, 疾病将入侵并将始终存在. 如果地
方病平衡点不稳定,而且它的不稳定性是由霍普夫
分岔引起,以及疾病将以震荡形式存在; R0 < 1,系
统出现多个正的地方病平衡点,系统将会在 R0 = 1
出现滞后分岔 [14,15]. 此时 R0 < 1已不足够控制疾
病的传播, R0 必须减少到分岔下方最左边,即地方
病平衡点开始出现的时刻,用 Rc

0 表示,有时称作最
小传输值 (the minimum transition value)[17].
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上述对病毒传播的研究基本都是在网络拓扑

结构不变的静态网络中进行的. 而且,在大多数复
杂网络病毒传播模型中, 研究者忽视网络拓扑结
构形成和网络功能性质的相互影响,分别独立研究
“网络的动力学” 和 “网络上的动力学”. 网络上的
动力学, 即网络节点动力学, 是将节点作为动力学
演化的个体,在演化过程中网络拓扑结构保持不变,
而节点状态发生改变. 网络的动力学, 即网络拓扑
动力学, 是将网络拓扑作为动力学演化的个体, 网
络的拓扑结构随时间变化而不断演化. 在真实网络
的病毒传播过程中,网络拓扑结构并不是静止不变
的, 例如社会网络上的病毒传播. 网络中节点处于
两种状态: 易感状态和感染状态. 易感节点在进行
疾病防御时,往往断开感染节点与易感节点之间的
连线, 以便把感染节点进行隔离, 这说明节点之间
的连线根据节点状态处于连接或断开状态,从而导
致社会网络拓扑结构的演化, 进一步, 网络拓扑的
变化又影响着节点状态的变化. 这样, 在节点状态
和网络拓扑之间就形成了一个反馈回路. 这种反馈
回路可以反映随时间演化的网络拓扑和节点动力

学之间复杂的相互作用和相互影响.具有这种反馈
回路的网络称为自适应网络 (adaptive network), 即
同时拥有网络节点动力学和网络拓扑动力学的网

络,也就是网络中节点的连线会依据节点的状态而
自行调整自己的连接. 自适应网络中拓扑结构演化
动力学与发生在网络上的动力学之间的相互作用

是研究者一直关注的内容.
虽然自适应网络的研究已得到大家的关注,自

适应网络上的动力学研究目前还处在起步阶段,但
是,自适应复杂网络动力学也是复杂网络领域一个
重要的研究方向,近年来许多学者也对自适应网络
动力学进行了系统研究,提出了一些传播模型来研
究自适应网络 [18−26]. Gross 等 [18] 提出自适应网

络中的 SIS模型, Shaw等 [19] 提出自适应网络中的

SIRS模型. 宋玉蓉等 [26] 基于元胞自动机研究了自

适应网络中的 SIS模型. 在自适应复杂网络的病毒
传播模型中, 非感染节点具有自我保护的能力, 为
了减少自身被感染的机会将重置自身的链接: 断开
与感染节点的链接,随机选择一个非感染节点形成
新的链接. 自适应网络中,由于链接的自适应重置,
出现了双稳态现象.通过数学方法研究自适应网络
中的稳定性和分岔行为,对于描述病毒传播行为有
其固有的理论优势,有利于病毒传播的控制.
本文基于 Gross等提出的自适应网络中 SIS病

毒传播微分模型,利用非线性动力学方法研究自适

应网络 SIS模型;从微分动力学系统角度分析病毒
传播的临界值特性,利用下一代生成矩阵的方法得
出病毒传播的基本再生数 R0,研究系统平衡点的存
在条件及类型;进而研究系统稳定性以及与平衡点
有关的滞后分岔、跨临界分岔、鞍结分岔以及霍

普夫分岔,并推导各种分岔的分岔点计算公式.

2 自适应网络中 SIS 模型及其平衡点
分析

2.1 理论模型

假设网络的节点总数 N, 无向链接总数 K 都
是不变的. 根据网络的节点平均度定义, 以及网
络中每个链接连接两个节点, 可得节点平均度为

⟨k⟩= 2L
N

.

在 SIS 模型中, 网络中的节点具有两种状态:
易染状态 (健康状态)S、感染状态 I. 设 s, i 分别是
易染节点、感染节点的密度,满足归一化条件

s+ i = 1. (1)

在自适应网络中,易染节点具有自我保护的能
力,将会重置与感染节点的链接. 设 lSI, lSS, lII 分别
是节点具有 SI-链接、SS-链接、II-链接的平均密
度,满足归一化条件

lSI + lSS + lII =
⟨k⟩
2
. (2)

为了利用非线性动力学工具,研究自适应网络
SIS病毒传播模型的动力学行为,必须在低维情况
下描述传播模型. 根据 Gross 等人提出的自适应
SIS病毒传播模型的微分动力方程,有

d
dt

i = plSI − ri,

d
dt

lII = plSI

(
1+

lSI

s

)
−2rlII,

d
dt

lSS = (r+ω)lSI −
2plSIlSS

s
. (3)

第一个方程表示的是感染节点密度的平衡方

程. 如果一个易染节点和感染节点相接触, 病毒将
以 p的概率沿着节点之间的 SI-链接进行传播,增
加感染节点的密度;感染个体以 r的概率恢复到易
染状态, 减少易染节点的密度. 后两个方程表示的
是链接密度的平衡方程. 在第二个方程中, 由于易
染节点与感染节点接触导致新的感染, SI- 链接转
换为 II-链接;由于感染节点的恢复, II-链接转换为
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SI- 链接. 在第三个方程中, 由于恢复事件的存在,
SI-链接转换为 SS-链接;在自适应网络中,易染节
点为了保护自己,将以 ω 的概率重置 SI-链接: 易
染节点断开与感染节点的链接,并且随机选择一个
易染节点形成一个新的 SS-链接;由于易染节点与
感染节点相接触,病毒的传播将会使 SS-链接转化
为 SI-链接. 假设在链接重置过程中,不允许有重边
和自环的情况出现.
利用归一化条件 (1)和 (2), 微分方程 (3)可转

化为

d
dt

i =plSI − ri,

d
dt

lSI =
2plSI

1− i

(
⟨k⟩
2

− lSI − lII

)
− plSI

(
1+

lSI

1− i

)
− (r+ω)lSI +2rlII,

d
dt

lII =plSI

(
1+

lSI

1− i

)
−2rlII. (4)

设 D =

{
(i, lSI, lII)|0 6 i > 1,0 6 lSI, lII 6

⟨k⟩
2

}
是系

统的非负不变集.

2.2 平衡点存在条件

在稳态情况下, 令微分方程 (4) 的右端为零,
可以得到系统平衡解 (the equilibrium solutions)
E = {i, lSI, lII)} ⊂ D.

进而可以得到, 稳态情况下, 链接密度关于感
染节点密度的关系式

lSI =
ri
p
,

lII =
i
2

(
1+

ri
p(1− i)

)
,

lSS =
r+ω

2p
(1− i), 当i ̸= 0. (5)

当 i = 0 时, 可以得到无病毒平衡点 (disease-
free equilibrium)

E0 = (i0, l0
SI, l

0
II) = (0,0,0).

当 i ̸= 0 时, 可以得到地方病平衡点 (endemic
equilibrium)

E∗ = (i∗, l∗SI, l
∗
II),

其中 i = i∗满足

Ai2 +Bi+C = 0, (6)

其中

A = w− p,B = p⟨k⟩+ p−2ω ,C = r+ω − p⟨k⟩.

从而, r = A+B+C. 令 ∆ = B2 − 4AC = P2(⟨k⟩ −
1)2 +4r(p−ω).

系统 (4)的基本再生数为

R0 =
p⟨k⟩

r+ω
. (7)

下面对方程 (6)进行求解.

第一种情况: 当 p < ω , A = ω − p > 0时,方程

(6)是一个二次方程.

当 R0 < 1时, C > 0,方程 (6)存在两个正解当

且仅当 B< 0, ∆ = B2−4AC > 0,即 B<−2
√

AC < 0.

较小的正解是 i∗sma =
−B−

√
∆

2A
,较大的正解是 i∗lar =

−B+
√

∆
2A

, 相应的地方病平衡点分别用 E∗
sma,E

∗
lar

表示.

当 R0 = 1 时, C = 0, 方程 (6) 存在唯一正解

i∗ =
−B
A

> 0当且仅当 B < 0. 系统 (4)对于 R0 = 1

存在一个正的地方病平衡点.

当 R0 > 1 时, C < 0, 方程 (6) 存在唯一正解

i∗ =
−B+

√
∆

2A
当且仅当 ∆ = B2−4AC > 0. 系统 (4)

存在唯一的地方病平衡点.

第二种情况: 当 p = ω , A = ω − p = 0时. 仅当

R0 > 1, C < 0 及 B > 0 时, 方程 (6) 存在唯一正解

i∗ =
−C
B

.

第三种情况: 当 p > ω , A = ω − p < 0 时.

仅当 R0 > 1 时, C < 0, 方程 (6) 存在唯一正解

i∗ =
−B+

√
∆

2A
当且仅当 B > 0, ∆ = B2 − 4AC > 0,

即 B > 2
√

AC > 0.

综上所述,我们得到如下定理.

定理1 如果 R0 < 1, 系统不仅存在无病毒平

衡点 E0,还可能存在两个地方病平衡点 E∗
sma,E

∗
lar当

且仅当 B < −2
√

AC < 0; 如果 R0 > 1, 系统存在唯

一的地方病平衡点 E∗
lar.

3 平衡点的稳定性与滞后分岔

定理2 当 R0 < 1时,无病毒平衡点 E0 是局部

渐近稳定的;当 R0 > 1时, E0 是不稳定的.

证明 无病毒平衡点 E0 = (i0, l0
SI, l

0
II) = (0,0,0)
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的雅可比矩阵 J0 为

J0 =


−r p 0

0 −p− (r+ω − p⟨k⟩) 2r

0 p −2r

 .

矩阵 J0 的特征多项式M0 = |λE − J0|为

M0 = λ 3 +a1λ 2 +a2λ +a3,

其中, a1 = p+3r+C, a2 = r(p+2r)+3rC, a3 = 2r2C.
当 R0 < 1时, C = r+ω − p⟨k⟩> 0. 显然 a1 > 0,

a2 > 0, a3 > 0和 a1a2 −a3 > 0. 根据 Routh-Hurwitz

稳定判据,当 R0 < 1时,无病毒平衡点 E0 是局部渐

近稳定的.

当 R0 > 1时, C = r+ω − p⟨k⟩< 0. 显然 a3 < 0.

从而矩阵 J0 有一个特征值为正. 进而根据 Routh-

Hurwitz稳定判据,当 R0 > 1时, E0 是不稳定的.

定理3 当 R0 < 1时,地方病平衡点 E∗
sma 是不

稳定的、E∗
lar 是局部渐近稳定的;当 R0 > 1时, E∗

lar

是局部渐近稳定的.

证明 地方病平衡点 E∗ = (i∗, l∗II, l
∗
SS) 的雅克

比矩阵为

J∗ =



−r p 0

r(r+ω)i
p(1− i)

− r2i2

p(1− i)2
−(p+C)+(ω −5r)i

1− i
− ri2

(1− i)2 − 2ri
1− i

− p

r2i2

p(1− i)2 p+
2ri

1− i
−2r


.

矩阵 J∗的特征多项式M∗ = |λE − J∗|为

M∗ = λ 3 +b1λ 2 +b2λ +b3,

其中

b1 =
1

(1− i)2 [(ω − r)i2 − (p+ r+C)i

+ p+3r+C],

b2 =
r

(1− i)2 [4Ai2 +(3p+6r−4ω −3C)i

+ p+2r+3C]
1
2
,

b3 =
2r2

(1− i)3 [−2Ai3 +(4A+C− r)i2

−2(A+C− r)i+C] =
2r2

(1− i)3 X .

由于 i∗满足方程 (6),则

X =−2Ai3 +(4A+C− r)i2 −2(A+C− r)i+C

=−2Ai3 +(3A−B)i2 +2Bi+C

= (2Ai+B)(i− i2)+Ai2 +Bi+C

= (2Ai+B)(i− i2)

当 R0 < 1时, 显然 b1 > 0, b2 > 0. 对于 i∗sma =

(−B−
√

∆)/2A,有 2Ai∗sma +B =−
√

∆ ,则 b3 < 0. 从
而, E∗

sma 是不稳定的. 对于 i∗lar = (−B+
√

∆)/2A,有
2Ai∗lar +B =

√
∆ , 则 b3 > 0. 根据 Routh-Hurwitz 稳

定判据,当 b1b2 −b3 > 0时,无病毒平衡点 E∗
lar是局

部渐近稳定的.

当 R0 > 1时,由于C > 0, i∗lar = (−B+
√

∆)/2A∈
(0,1),则 b1 > 0, b2 > 0. 又因 Xi∗lar

=
√

∆ i(1− i)> 0,
所以 b3 > 0. 根据 Routh-Hurwitz 稳定判据, 当
b1b2 − b3 > 0 时, 无病毒平衡点 E∗

lar 是局部渐近

稳定的.
综上所述,当 R0 < 1时, E∗

sma 是不稳定的, E∗
lar

和 E0 是局部渐近稳定的, 这就说明系统出现了双
稳态现象;也就是说, R0 < 1情况下,系统出现了滞
后分岔. 由于分岔现象的出现, R0 < 1已不足够控
制疾病传播; R0 < 1 时, 一个稳定的地方病状态可
能存在; R0 必须减少到分岔下方最左边,即地方病
平衡点开始出现的时刻,用 Rc

0 表示. 从数学角度来
看,当滞后分岔出现时, Rc

0 < R0 < 1情况下,系统至
少有三个平衡点: 稳定的无病毒平衡点, 较大稳定
的地方病平衡点, 较小不稳定的地方病平衡点. 当
R0 > 1时,系统存在唯一的地方病平衡点.
定理4 ω > 0时,系统 (4)在 R0 = 1处出现滞

后分岔,当且仅当 B < 0,此时 p由C = 0来确定.
当 R0 < Rc

0 < 1 时, 系统局部渐近稳定在无
病毒平衡点 E0, 网络中的病毒将逐渐消亡; 当
Rc

0 < R0 < 1 时, 系统在 R0 = 1 处产生滞后分岔,
出现双稳态现象:系统即可能稳定在无病毒平衡点
E0,又可能稳定在地方病平衡点 E∗

lar,而且系统出现
不稳定的地方病平衡点 E∗

sma,网络中的病毒即可能
消亡,亦可能传播;当 R0 > 1时,系统局部渐近稳定
在地方病平衡点 E∗

lar,网络中的病毒会持续存在,最
终病毒在网络中传播.
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4 平衡点的分岔

在自适应网络中, 即 ω > 0 时, 节点的链接发
生变化, 从而引起网络拓扑结构发生变化, 病毒传
播过程中节点状态与拓扑结构相互影响,导致系统
结构不稳定,进而出现分岔现象.

ω > 0,设 x = (i, lSI, lII), p为分岔参数,则系统
(4)转化为非线性动力系统

dx
dt

= f (x, p). (8)

对于无病毒平衡点 x0 = E0 的雅可比矩阵矩阵

J0 的特征多项式M0 为

M0 = λ 3 +a1λ 2 +a2λ +a3.

当 R0 = 1时, a3 = 0,此时 J0的特征值为 λ1 = 0,
λ2 =−r, λ3 =−(p0 +2r),其中 p0 =

r+ω
⟨k⟩

. 因有一

特征值为零,则 E0 为非双曲平衡点.
根据上述平衡点稳定性定理, R0 > 1时, E0 为

不稳定焦点, E∗
lar 是稳定结点; R0 < 1时, E0 为稳定

结点, E∗
lar 是稳定结点, E∗

sma 是不稳定焦点. 由于有

稳定性交换这一性质,故系统在 p0 =
r+ω
⟨k⟩

处出现

跨临界分岔现象.
综上所述,可得如下定理.
定理5 ω > 0时,系统在 p0 =

ω + r
⟨k⟩

处出现跨

临界分岔现象.
R0 < 1 时, 系统在无病毒平衡点 E0 处是稳定

的; R0 > 1时,地方病平衡点 E∗
lar 是唯一且稳定的.

因而,以下只需研究系统在 R0 < 1时地方病平衡点
的分岔现象.
对于地方病平衡点 x∗ = E∗ 的雅可比矩阵矩阵

J∗的特征多项式M∗为

M∗ = λ 3 +b1λ 2 +b2λ +b3.

当 ∆ = B2 − 4AC = 0时, b3 = 0, J∗ 在 p1 处出

现一个零特征值.
根据上述平衡点稳定性定理, ∆ < 0 时, E∗

sma,
E∗

lar 是不存在的; ∆ > 0, R0 < 1时, E∗
sma 是一个不稳

定的鞍点, E∗
lar 是稳定的结点,所以系统出现了鞍结

分岔.
定理6 ω > 0时, 系统在 p1 处出现鞍结分岔

现象.其中, p1 满足以下等式:

p2
1(⟨k⟩−1)2 +4r(p1 −ω) = 0.

∆ > 0, R0 < 1 时, 根据 Routh-Hurwitz 准则
以及霍普夫分岔定理, 在满足条件 b1 > 0, b3 >

0, b1b2 − b3 > 0, 系统在平衡点 E∗
lar 处稳定; 当

b1b2 − b3 = 0 时, 系统在平衡点 E∗
lar 处于临界失

稳状态,继而系统出现霍普夫分岔.
定理7 ω > 0时, 系统在 p2 处出现霍普夫分

岔现象.其中, p2 满足以下等式:

b1b2 −b3 = 0.

5 数值仿真

在上节,通过理论证明,在自适应网络中,病毒
的基本再生数 R0 为病毒是否传播阈值, 最小传输
值 Rc

0 为病毒是否存在阈值.设 R0 = 1对应病毒入
侵临界值 p0. 设 Rc

0 对应病毒存在临界值 pc. 当
p0 < pc 时, R0 < Rc

0 < 1, 病毒逐渐消除, 系统局部
渐近稳定在无病毒平衡点 E0; 当 pc < p < p0 时,
Rc

0 < R0 < 1,病毒既有可能消亡,也可能传播,系统
出现双稳态现象:系统即可能稳定在无病毒平衡点
E0,又可能稳定在地方病平衡点 E∗

lar,而且系统出现
不稳定的地方病平衡点 E∗

sma;当 p > p0 时, R0 > 1,
病毒会持续存在, 系统局部渐近稳定在地方病平
衡点 E∗

lar.
在上节,理论还证明了,在自适应网络中,系统

在 R0 = 1 处出现滞后分岔; p = p0 处出现跨临界

分岔; p = p1 处出现鞍结分岔; p = p2 处出现霍普

夫分岔.
为了验证上述结论的正确性,以下通过两个方

面,进行传播阈值分析与数值仿真．

5.1 病毒传播阈值

令 R0 =
p⟨k⟩

r+ω
= 1, 得到病毒入侵临界值

p0 =
r+ω
⟨k⟩

. 令 ∆ = B2 −4AC = 0,得到

p1 =
−2r+

√
2r2 +4rω(⟨k⟩−1)2

(⟨k⟩−1)2 .

根据定理 2,自适应网络中,当 p < p0 时, R0 < 1,系
统不仅存在无病毒平衡点 E0,还存在两个地方病平
衡点 E∗

sma,E
∗
lar;当 p > p0 时, R0 > 1,系统存在唯一

的地方病平衡点 E∗. 根据定理 5和定理 6,系统在
p0 处产生跨临界分岔,在 p1 处产生鞍结分岔.
分别设网络节点总数 N = 105, 网络中链接总

数 K = 106, 网络病毒的自我恢复率 r = 0.002 为
仿真参数, 从而网络节点平均度 ⟨k⟩ = 20. 理论分
析, ω = 0,0.04,0.2,0.6时,入侵临界值分别为 p0 =
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0.0001,0.0021,0.0101,0.0301; ω = 0.04,0.2,0.6 时,
分别得到鞍结分岔点 p1 = 0.0009,0.0021,0.0036.

图 1 病毒传播临界值 p0 与重置链接概率 ω 的分岔关系图

图 2 鞍结分岔点 p1 与重置链接概率 ω 的分岔关系图

重置链接概率 ω 取不同值时,病毒入侵临界值
p0 的变化如图 1所示; 鞍结分岔点 p1 的变化如图

2所示. 图 1中子图是 0 < p0 6 0.008时, ω 随 p0的

变化图. 图 2中的子图是 0 < p1 6 0.004时, ω 随 p1

的变化图. 与 Gross仿真结果 [18] 一致,从而说明我
们理论得出的病毒入侵临界值 p0 以及鞍结分岔点

p1 的关系式是正确的.
图 3所示的是, ω 取不同值时,感染密度 i与传

播率 p的关系;也可显示 ω 取不同值时,感染密度 i
与病毒入侵临界值 p0 的关系,以及感染密度 i与鞍
结分岔点 p1 的关系. 从而, 从图 3 可以得知, 仿真
结果与理论分析一致.
图 3(b)和 (c)可看出,当 p< p1, R0 < 1时,感染

密度为零; p1 < p < p0, R0 < 1时,感染密度不仅存
在为零的情况,还存在两个正解;当 p > p0, R0 > 1
时,感染密度为唯一的正解. 从而说明,仿真结果与
理论分析是一致的. 另外, 从图 3不仅可以看出系
统在 R0 = 1即 p0 处产生滞后分岔,而且可以看出

随着重置链接概率 ω 的增加, 病毒传播临界值增
加,病毒爆发的可能性减小.

5.2 双稳态分析

根据定理 7,系统在 p2 处出现霍普夫分岔. 当
重置链接概率 ω 较小时, 病毒存在临界值为 pc =

p1. 随着 ω 的增加, 病毒存在临界值的性质发生
改变,且临界值变为 pc = p2,即双稳态存在临界值.

图 3 (a) ω = 0 感染密度与传播率的关系图; (b) ω = 0.04
感染密度与传播率的关系图; (c) ω = 0.2感染密度与传播率
的关系图
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设函数 f (p) = b1b2−b3. 为了直观表示 f (p) =
0时的解 p2, ω 取不同值时, f (p)函数示意图如图
4表示.

图 4 (a) ω = 0.2时的 f (p)函数示意图; (b) ω = 0.4时的 f (p)

函数示意图; (c) ω = 0.6时的 f (p)函数示意图

从图 4中可直观看出 ω = 0.2,0.4,0.6, f (p)的
零值范围,与 Gross仿真结果 [18] 一致,从而说明我
们理论得出的霍普夫分岔点关系式是正确的.
图 5所示的是, ω 取不同值时,感染密度 i与传

播率 p 的双稳态关系, 也可显示, 感染密度 i 与双

稳态存在临界值 p2 的关系.从而,从图 5可以得知,

仿真结果与理论分析是一致的.

图 5 (a) ω = 0.04时感染密度的双稳态; (b) ω = 0.2时感染密
度的双稳态; (c) ω = 0.4时感染密度的双稳态

由图 5(b), (c) 可看出, 当 p < p2 时, 系统局部

稳定在无病毒平衡点 E0; p2 < p < p0 时,系出现双

稳态现象,系统即可能稳定在无病毒平衡点 E0,又

可能稳定在地方病平衡点 E∗
lar; 当 p > p0 时, 系统
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稳定在地方病平衡点 E∗
lar. 说明,仿真结果与理论分

析是一致的. 另外,从图 5不仅可以看出系统在 p2

处产生霍普夫分岔,而且可以看出随着重置链接概
率 ω 的增加,病毒存在临界值增加,即双稳态存在
临界值增加.

6 结 论

本文基于 Gross等提出的自适应网络中 SIS病
毒传播微分模型, 从数学角度分析病毒传播过程,
利用非线性动力学方法研究自适应 SIS 模型. 从
微分动力学角度系统分析病毒传播的临界值特性,
利用下一代生成矩阵的方法得出病毒传播的基本

再生数 R0, 从而研究系统平衡点的存在条件和系
统平衡点的稳定性和滞后分岔行为. 理论证明, 当

R0 < Rc
0 < 1时,网络中的病毒逐渐消亡,系统局部

渐近稳定在无病毒平衡点 E0;当 Rc
0 < R0 < 1时,网

络中的病毒即可能消亡,也可能传播,系统在 R0 = 1

产生滞后分岔, 出现双稳态现象: 系统即可能稳定

在无病毒平衡点 E0, 又可能稳定在地方病平衡点

E∗
lar,而且系统出现不稳定的地方病平衡点 E∗

sma;当

R0 > 1 时, 网络中病毒会持续存在, 系统局部渐近

稳定在地方病平衡点 E∗
lar.

通过分析非线性系统的雅可比矩阵的特征方

程, 结合平衡点稳定性分析, 研究平衡点的分岔行

为.不仅发现自适应网络中出现了跨临界分岔、鞍

结分岔以及霍普夫分岔,还推导出各种分岔点的计

算公式. 本文研究对预防和控制自适应网络中的病

毒传播具有重要的应用价值.
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Abstract
Adaptive network is characterized by feedback loop between states of nodes and topology of the network. In this paper, for

adaptive epidemic spreading model, epidemic spreading dynamics is studied by using a nonlinear differential dynamic system. The
local stability and bifurcation behavior of the equilibrium in this network model are investigated and all kinds of bifurcation point
formula are obtained by analyzing its corresponding characteristic equation of Jacobian matrix of the nonlinear system. It is shown
that, when the epidemic threshold is less than epidemic persistence threshold R0 < Rc

0, the disease always dies out and the disease-free
equilibrium is asymptotically locally stable. If Rc

0 < R0 < 1, a backward bifurcation leading to bistability possibly occurs, and there
are possibly three equilibria: a stable disease-free equilibrium, a larger stable endemic equilibrium, and a smaller unstable endemic
equilibrium. If R0 > 1, the disease is uniformly persistent and only one endemic equilibrium is asymptotically locally stable. It is also
found that the system has saddle-node bifurcation, transcritical bifurcation, and Hopf bifurcation. Numerical simulations are given to
verify the results of theoretical analysis.
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