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等效环路有限差分算法及其在人工复合

材料设计中的应用*
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本文实现了一种新颖的等效环路有限差分算法,这种算法借鉴传输线算法的思想,在 Yee氏网格中引入等效集

总元件,包括常规介质中的等效串联电感、并联电容和左手材料中的等效并联电感、串联电容等. 良好的物理思想

使其可以提供适用色散介质计算的收敛性条件,更加适合仿真计算频率选择表面和超材料等色散介质. 为了提高其

计算效率,研究了核内加速技术,这种技术理论上可达到最高 4倍的加速,实际应用中得到 2倍左右的加速效果.使

用该算法进行了超材料吸波体结构的设计,通过单双环电阻加载实现宽带电磁波吸收功能.隐身天线罩对于实现天

线的带外隐身有着重要作用,利用该算法设计了工作频率为 1 GHz,隐身频带在 3 GHz到 9 GHz的天线罩. 并与两

个加工样品的测量结果进行了比较,对比的结果验证了算法的正确性. 同时核内加速技术的有效性也通过仿真时间

比较得到了验证.

关键词: 等效环路有限差分算法,核内加速,超材料吸波体,隐身天线罩

PACS: 02.70.Bf, 41.20.Jb, 42.25.Bs, 78.20.Ci DOI: 10.7498/aps.62.130203

1 引 言

由于时域有限差分 (FDTD)算法的直接性和天

然并行性使其成为解决电磁场计算和科学研究的

有力工具 [1]. 到目前为止,关于时域有限差分算法

的改进研究集中在以下几个方面: 1)计算网格的改

进方面, 例如非均匀网格 [2] 和共形网格技术 [3−5]

等; 2) 算法加速方面的研究, 例如多核并行技术、

高性能图形显卡 GPU 加速技术 [6] 等; 3) 算法的

融合改进、例如 ADI-FDTD, Laguerre-FDTD 技术

等 [7]. 时域有限差分技术的直接性导致了高内存负

载需求,因而存在着计算速度慢、计算资源需求高

的缺点.

通过在 Yee氏网格 [8] 中引入等效集总元件的

思想, Rennings 等 [9,10] 提出了一种新颖的等效环

路有限差分算法 (EC-FDTD),这种算法借鉴传输线

算法中的思想来减少迭代中的运算;同时由于其迭
代计算的变量为电流值和电压值,更加利于其积分
运算;最重要的是这种算法易于扩展到色散材质的
计算, 可以提供适用于色散介质的收敛性条件. 传
统有限差分算法单机计算问题的能力不足, Intel公
司提出的单指令多数据流扩展技术 (Streaming Sin-
gle instruction multiple data Extensions, SSE)是一种
核内加速技术, 能够有效增强 CPU 浮点运算能
力 [11,12]. 将 SSE技术应用到等效环路有限差分算
法中, 在不改变硬件条件下, 理论上可达到最高 4
倍的加速.
人工复合材料是近年来学术领域研究的热点,

由于其具有天然存在物质无法比拟的优点,如本构
参数的双负特性等. 可利用其实现如完美透镜, 复
合左/右手传输线等新型元器件 [13],对于未来的通
信、雷达、微电子、超声成像和微波成像等产生

重要的影响. 人工复合材料普遍具有色散特性, 利
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用传统的有限差分算法进行计算,存在着无收敛性

条件的缺点,利用等效环路有限差分算法可以克服

此缺点. 本文利用该算法进行了两种超材料结构的

设计,分别设计了宽带超材料吸波体和隐身天线罩.

利用实验测量结果作为对比,验证了等效环路有限

差分算法的正确性,同时其核内加速技术的有效性

也得到了验证.

2 等效环路有限差分算法

2.1 非色散介质的等效环路有限差分算法

定义 Fd 为某矢量的分量值,下标 d满足模 3运

算规则即 F0 ≡ Fx, F1 ≡ Fy, F2 ≡ Fz, F3 ≡ Fx,以此类

推. d的有效集为 {0,1,2}. 定义位置平移算子 Sd 及

其逆算子 S−1
d ,下标平移算子 R及其逆算子 R−1:

SdF(X) = F(X+Ed), (1)

(S−1
d +Sd+1)F(X)

=F(X+Ed+1)+F(X−Ed), (2)

RFd = Fd+1, (3)

R−1Fd = Fd+1, (4)

其 中 E0 = (1,0,0)T, E1 = (0,1,0)T 和 E2 =

(0,0,1)T. 上述定义的算子加上 null运算和单位不

变运算构成了数学上一个完整的环.从Maxwell积

分方程 (5)和 (6)式出发,其中 σe和 σm分别是电损

耗和磁损耗, Jsrc 是源电流密度,此处 (ε,µ,σe,σm)∮
∂A

H · dl =
d
dt

{
A

εE · dA+
{
A

σeE · dA

−
{
A

Jsrc · dA, (5)

∮
∂A

E · dl =− d
dt

{
A

µH · dA

−
{
A

σmH · dA (6)

是与频率无关的, 即为非色散介质. 根据定义的运

算符号和如图 1所示的关系,容易推导得到∮
∂A

H · dl

≈{1−S−1
d+1}Hd+2∆̄d+2 −{1−S−1

d+2}Hd+1∆̄d+1

≈
(

εd,eff
d
dt

Ed +σ e
d.effEd − Jsrc

d

)
∆d+1∆d+2, (7)

∮
∂A

E · dl

≈{Sd+1 −1}Ed+2∆d+2 −{S−d+21}Ed+1∆d+1

≈−
(

µd,eff
d
dt

Hd +σm
d.effHd

)
∆d+1∆d+2, (8)

其中 ∆̄d = 1/2(S−1
d ∆d + ∆d) 是磁场网格的长度,

(εd,eff,µd,eff,σ e
d,eff,σ

m
d,eff) 是电场和磁场中心点处的

等效本构参数,可由图 2所示得到 (9)和 (10)式:

εd,eff =
{1+S−1

d+1 +S−1
d+2 +S−1

d+1S−1
d+2}[ε∆d+1∆d+2]

{1+S−1
d+1 +S−1

d+2 +S−1
d+1S−1

d+2}[∆d+1∆d+2]
,

(9)

µd,eff =
{1+S−1

d }[∆d ]

{1+S−1
d }

[
∆
µ ]

. (10)

通过引入 (11)—(14)式的等效集总参数:

Cd =
1
4
{1+S−1

d+1 +S−1
d+2 +S−1

d+1S−1
d+2}

× [ε∆d+1∆d+2]
1

∆d
, (11)

Gd =
1
4
{1+S−1

d+1 +S−1
d+2 +S−1

d+1S−1
d+2}

× [σe∆d+1∆d+2]
1

∆d
, (12)

Ld =
∆d+1∆d+2

1
2
{1+S−1

d }
[∆d

µ

] , (13)

Rd =
∆d+1∆d+2

1
2
{1+S−1

d }
[∆d

σm

] . (14)

并记 Ed∆d
.
= vd 和 Hd∆̄d

.
= id 可得到等效环路有限

差分的迭代公式如下:

{1−S−1
d+1}id+2 −{1−S−1

d+2}id+1 + isrc
d

=Cd
d
dt

vd +Gdvd , (15)

{Sd+1 −1}vd+2 −{Sd+2 −1}vd+1

=−Ld
d
dt

id −Rd id , (16)

其中

isrc
d =

1
4
{1+S−1

d+1 +S−1
d+2 +S−1

d+1S−1
d+2}

× [∆d+1∆d+2]Jsrc
d . (17)

对公式中的微分项离散差分得到最后的迭代

公式为
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vn
d =

1− ∆ tGd

2Cd

1+
∆ tGd

2Cd

vn−1
d +

∆ t
Cd

{1−S−1
d+1}in−1/2

d+2 −{1−S−1
d+2}in−1/2

d+1 + in−1/2
src,d

1+
∆ tGd

2Cd

, (18)

in+1/2
d =

1− ∆ tRd

2Ld

1+
∆ tRd

2Ld

in−1/2
d − ∆ t

Ld

{Sd+1 −1}vn
d+2 −{Sd+2 −1}vn

d+1

1+
∆ tRd

2Ld

. (19)

与普通 FDTD 相比, EC-FDTD 在迭代公式中

迭代计算的不再是电场和磁场的数值,而是电压和

电流值. 同时在公式中通过构造等效集总元件, 网

格点处的有限差分计算迭代公式变换为该点的基

尔霍夫电压和电流公式. 若在频域表示其迭代计算

公式,通过
d
dt

→ jw变换可得出形式简洁、物理意

义明确的频域公式

Yd
.
= Gd + jwCd , (20)

Zd
.
= Rd + jwLd , (21)

{1−S−1
d+1}id+2 −{1−S−1

d+2}id+1 + isrc
d = Ydvd , (22)

{Sd+1 −1}vd+2 −{Sd+2 −1}vd+1 =−Zd id . (23)

图 1 场分量位置关系 (a)三维关系; (b)二维投影及其积分关系

图 2 等效本构参数提取 (a)等效介电常数提取; (b)等效
磁导率提取

2.2 色散介质的等效环路有限差分算法

色散材质既有天然存在的如等离子体等,也有

人工合成的如超材料等. 而这类物质的本构关系与

频率相关, 因而其有限差分算法的实现形式复杂,

且没有稳定性条件.将非色散材质的等效环路有限

差分算法扩展为更一般的形式,使其适用于色散材

质, 利用 (20)—(23) 式可以容易实现这种扩展. 以

Drude型色散材质为例,其等效电路图如图 3所示.

与非色散介质的算法比较可发现: 在并联等效电路

图 3(a)中多出了由并联电感 (考虑损耗)引起的电

流附加项 iL,d ; 在串联等效电路图 3(b)中出现了由

串联电容 (考虑损耗)引起的电压附加项 vL,d . 综合

考虑电感和电容与电压和电流的关系,可以得到

{1−S−1
d+1}id+2 −{1−S−1

d+2}id+1 + isrc
d

= Ydvd + iL,d , (24)

{Sd+1 −1}vd+2 −{Sd+2 −1}vd+1

=−Zd id − vL,d , (25)
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vd = LL,d
d
dt

iL,d +RL,d iL,d , (26)

id =CL,d
d
dt

vL,d +GL,dvL,d . (27)

最后用时间的离散微分即可得到 Drude 型

色散介质的迭代计算公式. 同样的方法可推导

Lorentz 和 Debye 型色散介质的计算公式, 只需给

出相应的等效电路即可.因而等效环路有限差分算

法具有易于扩展的优点.

图 3 Drude型色散介质等效电路 (a)并联电路; (b)串联电路

在等效环路有限差分算法中,把网格等效为包
含集总元器件的电路从而达到简化计算、易于扩

展的目的. 非色散介质情况下集总元器件参数的计
算由介质参数和网格参数共同决定, 易于计算. 在
计算色散介质的等效集总元器件参数 LL,d 和 CL,d

时, 应通过定义等效电路的串并联谐振频率 ωse,
ωsh 来计算:

LL,d =
1

ωseCR,d
, (28)

CL,d =
1

ωshLR,d
. (29)

2.3 等效环路有限差分算法收敛准则

利用坡印廷能流和李雅普诺夫稳定性条件可

以得到色散介质和非色散介质的算法收敛准则.根
据 (24)—(27)式可以得到坡印廷能流

∑∑
d
(vd{1−S−1

d+1}id+2 − vd{1−S−1
d+2}id+1

+ vd iL,d+2 − id+1{S−d+21}vd

+ id+1{Sd −1}vd+2 + vL,d+1id+1)

=∑∑
d

(
Cdvd

d
dt

vd +Gdv2
d + vd iL,d

− vd isrc,d +LL,d iL,d
d
dt

iL,d +RL,d i2L,d

+Ld+1id+1
d
dt

id+1 +Rd+1i2d+1 + vL,d+1id+1

+CL,d+1vL,d+1
d
dt

vL,d+1 +GL,d+1v2
L,d+1

)
, (30)

式中分别对下标和原胞求和.将 (30)式变换如下:

∑∑
d

Psrc,d =∑∑
d

vd isrc,d

=∑∑
d
(Gdv2

d +RL,d i2L,d

+Rd+1i2d+1 +GL,dv2
L,d

+
d
dt

[
1
2

Cdv2
d +

1
2

LL,d i2L,d

+
1
2

Ld+1i2d+1 +
1
2

CL,d+1v2
L,d+1

]
− vd id+2 + vdS−1

d+1id+2

+ vd id+1 − vdS−1
d+2id+1

+Sd+2vd id+1 − vd id+1

−Sdvd+2id+1 +R−1[vd id+2]). (31)

上式中左边是系统的能流,右边前四项是等效集总

元件消耗的能流,微分项是等效电容、电感存储的

能流,其他项是辐射的能流.

李雅普诺夫稳定性条件要求能流非负并且在

无源情况下单调递减或者为常量. 根据 (31) 式和

李雅普诺夫稳定性条件可以分别求得非色散介

质和色散介质的收敛条件, 具体的推导过程可参

考文献 [14].

3 人工复合材料设计及其算法验证

3.1 超材料吸波体的设计及其验证

超材料用于电磁波吸收 [15−20] 时存在着吸收

频带窄、极化敏感等缺点. 方形环是一种常用的频

率选择表面, 其反射透射特性得到了广泛的研究.

本节将分别将单方形环和双方形环进行电阻加载,

得到了宽频带的电磁波吸收效果.
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图 4 样品结构示意图 (a)单环参数; (b)双环参数

样品的结构参数如图 4 所示, 单元尺寸都为

10 mm,远小于工作波长.单环的加载电阻为 390 Ω,

双环的内外环加载电阻都为 390 Ω. 当电磁波垂直

入射到周期排列的方形环表面时,在方形环谐振频

率上, 沿电场方向会形成表面电流. 通过在方形环

结构中引入集总电阻, 吸收表面感应电流, 能够有

效减少电磁波反射能量. 基于方形环的吸波材料

与频率选择表面不同的是, 其底部为金属层, 在方

形环四条边上均加上集总电阻是为了达到更好的

吸收效果. 在电磁波垂直入射时, 在单元结构的周

围分别设置 PEC, PMC边界条件,斜入射时需采用

Floquet 边界条件, 本文主要讨论垂直入射的情况.

在处理加载电阻元件时,等效其为特定本构参数的

介质,这样避免计算时的特殊网格处理.

图 5 单环吸波体吸收效果验证

采用 EC-FDTD仿真结果、商业软件 HFSS仿

真结果和暗室测量结果对比, 如图 5. 从图 5 中的

实验测量结果可以看出在 4—15 GHz 范围内其表

面反射系数均低于−8 dB, 13GHz时吸波效果最好,

达到了 −22 dB. 仿真和测量结果说明在较宽的频

带内电磁波都能够被有效吸收.方形环吸波结构吸

波效果与其方形环周期、方形环边长、介质基板

厚度、介电常数及加载电阻阻值均相关,调节这些

参数可以实现不同频段的吸波效果.方形环吸波结

构还可以通过不同尺寸的方形环重叠,如采用双方

形环加载结构实现宽带吸波,结果如图 6所示. 通

过加载带有电阻的内环, 吸收频带在低频部分得

到了扩展, 测量和仿真结果都表明在 4.5—14 GHz

具有良好的吸收效果 (−10 dB). 同时通过与商业

软件 HFSS 仿真结果和测量结果的对比, 验证了

EC-FDTD 算法的准确性. 在高频段结果差异增大

的原因在于集总电阻在高频时表现出较强的容性

特点,而在仿真计算时设置单一的电阻值导致.

图 6 双环吸波体吸收效果验证

3.2 隐身天线罩的设计及其验证

随着各种隐身技术的运用,天线系统已成为整

个平台的强散射源之一,因此降低天线系统的雷达

散射界面 (radar cross section, RCS) 对于降低整个

平台的 RCS具有重要意义.天线带内 RCS是由其

形状和电磁反射特性决定的 [21]. 对于带外的 RCS

缩减, 可采用天线罩加载频率选择表面的方式实

现 [22]. 然而,这种方法只是将电磁波反射到其他方
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向, 对于双站雷达不具有隐身效果. 本节通过加载
电阻的双环实现天线的带外隐身,通过折叠阵子实
现工作频道的低插损透波.
天线罩的结构图如图 7 所示. 图 7(a) 是天线

罩的外侧结构图, 图 7(b) 是天线罩的内侧结构图.
由于天线罩的结构在其剖面方向不具有对称性,导
致了其发射和接收模式的结果不同,需要分别加以
考虑. 图 8 是天线罩在天线发射工作模式状态下
的 S 参数仿真与暗室测量结果, 在天线的工作频
率 1 GHz时,天线罩的透波插损在 1 dB以下,保证
了天线的工作效率. 图 9 是天线罩处于接收工作
模式时的 S 参数仿真与测量结果对比. 可以看到,

图 7 天线罩样品示意图 (a)天线罩外侧结构; (b)天线罩内
侧结构

图 8 天线罩发射模式性能 (a)反射系数特性; (b)透射
系数特性

在 3 GHz 到 9 GHz 的宽频带内, 反射系数均在

−10 dB以下.在 1 GHz的通带,其插损不大于 1 dB,

保证了天线的接收增益. 从上述两个结果对比中,

环路有限差分算法的仿真结果和真实测量结果接

近, 考虑到实验的测量误差, 环路有限差分算法的

仿真是准确的.

图 9 天线罩接收模式性能 (a)反射系数特性; (b)透射系
数特性

3.3 核内加速技术及其验证

SSE是一种较为新型的核内加速技术,由于这

种技术只需简单地改变程序的运行方式即可达到

计算速度的提高, 具有投入成本低, 加速效果好的

优点. 但是利用其进行有限差分算法的加速还比

较少见,余文华等 [12] 实现了其传统有限差分的加

速实现,本节将这种技术应用到等效环路有限差分

算法中.

在 CPU中包含了一个浮点运算器和一个矢量

逻辑计算单元如图 10. 浮点运算器是进行的串行

运算方式,而矢量逻辑计算单元是利用并行方式进

行数据的处理和计算.矢量逻辑计算单元拥有一个

128位的寄存器长度,对于 32位的浮点数可同时运

行四次运算,如图 11.

虽然 SSE从理论上来比传统的浮点运算会快,

但是所受的限制也很多, 首先, 虽然它执行一次相
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当于四次,会比传统的浮点运算执行 4次的速度要
快,利用 SSE的优势,必须有大数据量做前提,这样
才能发挥 SIMD的强大作用. 其次, SSE支持的数
据类型是 4个 32位 (共计 128位)浮点数集合,并
且必须是以 16位字节边界对齐的. 因此这也给输
入和输出带来了不少的限制,实际上主要影响 SSE
发挥性能的就是不停地对数据进行复制以适应它

的数据格式. 通过数据预取技术, 即在本次计算时
将下次计算用到数据放在缓冲中,将大大减少数据
的读取时间. 同时联合读写操作也能极大地提升计
算速度,防止计算效率过低.

图 10 矢量逻辑计算单元结构

图 11 SSE运行流程

本节利用配置为 Intel Core i5 2.53 GHz双核处
理器, 物理内存 (RAM) 8 Gbit 个人电脑分别计算

了单环加载电阻吸波体 (SSL)、双环加载电阻吸波

体 (DSL)、天线罩发射工作模式 (Radome(t)) 和天

线罩接收工作模式 (Radome(r))四个测试案例在常

规仿真和使用 SSE技术进行仿真的时间对比及其

加速比, 结果如表 1. 通过四个案例的计算时间对

比, 使用 SSE 技术可以在计算中得到 2 倍左右的

加速比.

表 1 加速比测试

样本 常规仿真/s SSE仿真/s 加速比

SSL 104 54 1.93

DSL 169 89 1.9

Radome(t) 1039 501 2.07

Radome(r) 1141 535 2.13

4 结 论

本文实现了等效环路有限差分算法, 并使用

SSE技术增加其运算速度.由于其在计算色散介质

问题上的优点,使其可以广泛应用于在超材料、频

率选择表面等人工复合材料的设计和仿真计算.通

过对于超材料吸波体和隐身天线罩的仿真计算和

测量结果对比, 算法的准确性得倒了有效地验证.

同时与常规计算相比,通过 SSE加速技术可以得到

2倍左右的加速比, SSE加速技术的有效性也得到

了体现. 由于 FDTD 算法的迭代部分较适合使用

SSE 的指令集并行方法, 并能取得较好的加速比,

因此本文的 SSE加速技术仅应用于 EC-FDTD的核

心迭代计算加速.目前的人工复合材料的计算着重

于其单元电磁特性的计算,其整体仿真在计算资源

需求、计算时间存在着瓶颈. 并行计算是电磁仿真

算法的重要扩展,如何将核外并行计算和核内 SSE

加速技术有效结合是今后的工作重点和努力方向,

使其能够进行整体结构的仿真计算.

非常感谢德国杜伊斯堡大学的 Liebig T 博士在 EC-
FDTD方面给予的支持和帮助以及余文华教授在 SSE加速
技巧上提供的无私帮助.同时感谢东南大学崔铁军教授和
沈小鹏博士在超材料吸波体方面的帮助. 感谢 Ansys 公司
的袁勇工程师在使用 HFSS软件过程中给与的帮助.
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Abstract
A novel finite-difference time domain (FDTD) algorithm named equivalent circuit FDTD (EC-FDTD) is realized, which intro-

duces lumped elements from transmission line theory into Yee cell. It includes lumped elements such as series inductance and shunt
capacitance in the right-handed materials, as well as shunt inductance and series capacitance in the left-handed materials. Due to its
promising physical thoughts, it can be easily generalized to arbitrary dispersive materials including frequency selective surfaces and
metamaterials. The technology of streaming single-instruction multiple-data (SIMD) extensions (SSE) was proposed by Intel and is
currently utilized in personal computers. SSE is a kind of parallel speedup technology in one core. The speedup can be achieved four
times in principle without changing hardware. Combined with SSE, the EC-FDTD can be apparently accelerated. Twice speedup is
achieved in the tests of this paper. The algorithm of EC-FDTD is utilized to design the wideband metamaterials absorbers by employing
the single square and double square loops loaded with the lumped resistors. The invisible radome has a great impact on reducing the
radar cross section of the antenna out of band. The radome is designed with operating frequency to be 1 GHz and the absent bandwidth
from 3 GHz to 9 GHz by the algorithm. And then these prototypes are fabricated and measured. From the comparative results, the
correctness of EC-FDTD and the speedup of the SSE are both verified.

Keywords: EC-FDTD, SSE, metamaterial absorbers, invisible radome
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