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几何量子失协 (geometrical quantum discord, GQD)是目前度量量子体系中量子关联的一种行之有效的方法,本

文利用几何量子失协考察了有阻尼存在的 Jaynes-Cumming (J-C)模型中两原子的量子关联动力学.给出了几何量子

失协在原子和光场发生共振和非共振耦合两种情况下的动力学演化行为,尤其揭示了阻尼耗散对几何量子失协的

影响.
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1 引 言

量子信息的起源可以追溯到爱因斯坦等人提

出的 EPR佯谬 [1]. 人们在讨论 EPR佯谬时引入了

量子纠缠 [2] 的概念, 量子纠缠曾经一度被认为是

量子信息和量子计算的核心资源,一直都是量子信

息理论基础问题研究的重要方向.然而, 最近几年

在对量子纠缠的研究中发现了比量子纠缠更为基

本的一个概念, 即量子关联 [3,4]. 目前的观点认为

量子纠缠只是一种特殊的量子关联,而包含经典和

量子两部分的关联可能比纠缠更为广泛,也更基础.

现在已经研究表明: 分离态中也可能含有量子关

联,这就意味着纠缠度为零的量子态中可能还有非

零的量子关联 [3,4], 而且这种非纠缠的量子关联已

经在理论上被用来在非幺正的量子计算模型中实

现加速解决一些计算方案 [5],并且已经被实验所证

实 [6]. 类似于量子纠缠,量子关联在外加周围环境

噪声作用下也会不断衰减,这就是量子退相干过程.

由于实际的量子系统不可能是完全封闭的理想系

统,将不可避免地受到环境噪声的干扰, 因而退相

干过程是必然的. 但退相干是量子信息过程优越性

的最大障碍,因此如何克服退相干一直是量子信息

研究者努力的研究方向.

另一方面, 为了实现量子计算和量子通信, 人

们先后提出了对量子信息进行处理的诸多方案:

腔 QED[7]、离子阱 [8]、核磁共振 [9]、量子点 [1011]、

超导系统 [12,13] 等. 其中腔 QED (cavity quantum-

electrodynamics) 方案被认为是最有前景的量子硬

件设计方案 [14,15]. 腔 QED的原理是通过腔场与原

子之间的相互作用实现纠缠态的制备、未知量子

态的隐形传输和量子逻辑门的构建. 以往研究都侧

重于腔 QED体系中的量子纠缠, 很少涉及到其他

的量子关联. 量子关联既然被认为比量子纠缠更普

遍,且在没有纠缠的量子体系中的其他量子关联能

加速实现某些算法, 因此研究腔 QED体系中量子

关联的动力学就显得很有必要.

本文将应用几何量子失协 (geometrical quan-

tum discord, GQD) 来研究开放的原子与光场相互

作用体系中的量子关联动力学,讨论光场与原子相

互作用强度、光场与原子失谐量、原子阻尼耗散
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等对量子关联的影响.以期丰富量子关联的研究内

容,更希望对基于腔 QED体系实现量子信息提供

理论参考.

2 几何量子失协 (GQD)

量子纠缠可以在许多内含量子关联的物理体

系中实现,人们对非量子纠缠的量子关联的研究却

远比量子纠缠晚很多. 量子信息科学研究的初期,

人们逐渐认识到量子纠缠是量子信息技术得以优

越于目前经典技术的关键所在. 然而随着最近几年

的深入探讨和研究,人们发现了一个更加普遍的概

念—–量子关联,它折射出的是量子态各部分之间

的相互联系.而以前研究甚多的量子纠缠只是量子

关联中特殊的一类,继而人们又发现没有量子纠缠

的量子关联也能实现很多的量子信息过程.

量子失协 [4] 是度量量子关联比较可靠的一种

方法,最初提出来是为了捕捉量子系统中除了量子

纠缠外的其他的非经典关联. 由于对两个量子关联

在一起的体系的其中一个进行测量将不可避免地

导致对另一个体系的扰动,因此经典互信息量两种

等价的表达形式在量子世界中一般是不一致的,二

者之差就是量子失协. 具体地说, 考虑一个两体量

子系统 ρxy,其量子互信息可以定义为

I(ρxy) = S(ρx)+S(ρy)−S(ρxy),

其中 S(ρ) =−Trρ lnρ 为冯诺依曼熵, ρx 和 ρy 分别

为 ρxy 的约化密度矩阵. Groisman[16] 等人已经证明

了可以用量子互信息量来描述量子系统的总关联

(包括经典和量子两部分). 另一方面, 对于经典互

信息表达式的推广,需要引入一套完备的测量基底

{Π j}来对某一子体系 (比如 x体系),进行测量,每

次测量结果为的概率为 p j = Trxy(ρxyΠ j),测量完后

y子系统的态将塌缩到 p j
y = Trx(Π jρxyΠ j)/p j. 对所

有的测量基进行优化,量子体系的经典关联就被定

义为 C(ρxy) = S(ρx)−min{Π j} Π j p jS(ρ j
x )[3]. 而量子

互信息量与经典关联之间的差值就是著名的量子

失协.

可以看到量子失协的计算涉及到对于所有的

测量基底 {Π j}进行一个最小优化, 这是非常困难

的, 事实证明: 即便是两体两维量子系统, 也仅仅

是某些特殊态的量子失协可以解析计算出来. 为

了应对这种困难, Dakic 等 [17] 从量子态的几何特

性出发,提出了量子失协的几何度量方法,即 GQD

(geometrical quantum discord). 尽管随着维度的增

加, GQD的计算也变得有些困难,但是原则上任意

维的两体量子系统中的 GQD都可以用一个简单的

解析式来表示. 本文中考虑的是两个二能级原子和

各自的腔场相互作用,然后考察两个原子之间的量

子关联. 为简化计算,采用 GQD来度量体系的量子

关联.

具体地, 给定一个两体量子态, 其密度矩阵如

果可以表示为

ρ =
1
4

[
1⊗1+∑3

i=1(aiσi ⊗1+1⊗biσi)

∑3
i, j=1 ci jσi ⊗σ j

]
,

其中 1为二阶单位矩阵, σi(i = x,y,z)为泡利矩阵.

则对应的 GQD为

D(ρ) =
1
4
(∥a∥2 +∥C∥2 − kmax), (1)

上式中 a = (a1,a2,a3)
t 是个列向量 ∥a∥2 = ∑i a2

i ,

C = {ci j} 是个矩阵且 ∥C∥2 = tr(C tC), kmax 为矩

阵 aat 的最大本征值, t表示矢量或者矩阵的转置.

3 阻尼 Jaynes-Cummings模型及解

典型的阻尼 Jaynes-Cummings模型可以用下图

1来描述其中 g表示原子和腔场的耦合强度, γ 是
二能级原子从激发态随机衰变到基态的衰减强度,

也就是耗散阻尼系数.

图 1 典型的阻尼 Jaynes-Cummings模型

当两个原先没有相互作用的二能级原子各自

与一个单模腔场相互作用时,整个系统可以用以下

的 Hamiltonian来描述:

H =ωσ A
Z +ωσ B

Z +νa†a+νb†b

+g(a†σA
−+aσA

+)+g(b†σB
−+bσB

+)
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− i
γ
2
(|e⟩B⟨e|+ |e|A⟨e|), (2)

上式中我们已经用了旋波近似式中 a(b)和 a†(b†)

各自表示两个腔场的湮没和产生算符, |e⟩ 表
示原子处于激发态, |g⟩ 表示原子处于基态. 且

σ l
Z = |e⟩l⟨e| − |g⟩l⟨g|, σ l

+ = |e⟩l⟨g|,σ l
− = |gl⟨e| 是原

子算符,其中 l = A,B表示两个原子. 这里,我们已

经假设原子 A和 B的跃迁频率都为 ω ,腔场频率为

ν ,而且他们与各自腔场的耦合强度都为 g. 两个二

能级原子从激发态随机衰变到基态的衰减强度都

为 γ . 为了简单, 我们假设腔场最初都处于真空态

即: |0⟩a ⊗|0⟩b = |00⟩, 并且两个原子初始时处于贝
尔型的量子纠缠态. 在这些假设下, 两个腔中光子

数各自最多是 1. 以下分两种情况求解此模型.

3.1 初始时两二能级原子处于纠缠态

|Ψatom(0)⟩= cosα|eg⟩+ sinα|ge⟩

这里约定: |mn⟩, m与 n各指原子 A或 B, m与

n都可以取 e与 g. 这样整个原子-腔场体系的初始

态可以表示为

|Ψ(0)⟩= |Ψatom(0)⟩⊗ |00⟩

= cosα|eg00⟩+ sinα|ge00⟩, (3)

α 用来控制幅度.任意时刻体系的量子态为

|Ψ(T )⟩=x1[T ]|eg00⟩+ x2[T ]|ge00⟩

x3[T ]|gg10⟩+ x4[T ]|gg01⟩, (4)

相应的每项系数为

x1[T ] =
1
2

M− cosα e−
T (ξ++η−)

4 ,

x2[T ] =
1
2

M− sinα e−
T (ξ++η−)

4 ,

x3[T ] =−2i cosα
ζ−
η−

e−
T (ξ++η−)

4 ,

x4[T ] =−2i sinα
ζ−
η−

e−
T (ξ++η−)

4 , (5)

上式中 T = gt, δ = ν −ω 代表失谐量, κ = γ/g并且

ξ± = κ ± (2iδ/g)

η± =
√

−16+ξ±,

ζ± =−1+ eTη±/2,

M± = 1+ eTη±/2 −ζ±ξ±/η±.

通过方程 (4)我们可以求得两个原子子体系的密度

矩阵 ρAB = Trab|Ψ(T )⟩⟨Ψ(T )|,其中 Trab表示对 a,b

两个腔场求迹采取标准基矢 {|ee⟩, |eg⟩, |ge⟩, |gg⟩},

两原子的密度矩阵可以表示为

ρAB =


0 0 0 0

0 |x1|2 x1x∗2 0

0 x2x∗1 |x2|2 0

0 0 0 |x3|2 + |x4|2

 , (6)

式子中的 ∗代表复共轭.

3.2 初始时两二能级原子处于纠缠态

|Ψatom(0)⟩= cosα|ee⟩+ sinα|gg⟩

这种情况下,整个体系在任意时刻的状态可以

用下式表示:

|Φ(T )⟩=x1[T ]|ee00⟩+ x2[T ]|gg11⟩

+ x3[T ]|eg01⟩+ x4[T ]|ge10⟩

+ x5[T ]|gg00⟩, (7)

其中

x1[T ] =
1

2η2
−
{cosα e−T (κ+2iν/g+η−)/2

× [−8(2+ζ−)2 −ζ−(2+ζ−)η−ξ−

+(1+(1+ζ−)2)ξ 2
−]},

x2[T ] =−4e−T (κ+2iν/g+η−)/2
(

ζ−
η−

)2

cosα,

x3[T ] =x4[T ]

=− i
η2
−

{
cosα e−T (κ+2iν/g+η−)/2

× [−ζ 2
−ξ−+(−1+ eT η−)η−]

}
,

x5[T ] =e2iT ω/g sinα, (8)

同样地,可以得到此时两原子的密度矩阵为

ρAB =


|x1|2 0 0 x1x∗5

0 |x3|2 0 0

0 0 |x4|2 0

x5x∗1 0 0 |x2|2 + |x5|2

 , (9)

各符号意义及约定同第一初态.
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4 讨 论

基于前面的模型解和 GQD 度量方法介绍,

通过数值计算, 可以得到方程 (6) 和 (9) 所表示

的两原子量子态的几何量子失协 DAB. 计算表

明对于不同的两种初态, 原子间的量子关联动

力学几乎一样, 以下仅给出两原子初始时处于

|Ψatom(0)⟩ = cosα|eg⟩+ sinα|ge⟩的结果.从两个方

面讨论其演化行为: 1)考察原子与腔场发生共振时

量子关联的动力学行为; 2)原子与腔场如果是非共

振耦合,两者之间的频率差称为失谐量, 研究失谐

量对量子关联的影响.两个方面都将涉及到耗散阻

尼的作用.

4.1 共振条件下量子关联动力学

我们首先考虑共振条件下量子关联的时间演

化特性 (即 δ = ν −ω = 0).取 κ = 0, κ = 0.3g, κ = g

分别代表零耗散、弱耗散和强耗散,开始时两原子

处于最大纠缠态, 其量子关联也是最大值.在相互

作用开始之后 (即 T > 0),对于零耗散情形,量子关

联逐渐降低到最小值,之后, 再次上升并做周期相

同的规则震荡. 从图 2可以看出:对于同样的初始

态, 随着阻尼耗散的逐渐介入, 量子关联能达到的

最大值越来越小并迅速消失.而且从图 3中还可看

出:演化中处于无量子失协的时间段在增加, 这一

点与文献 [18]报道的阻尼耗散可以缩短量子纠缠

猝死的时间很不同.而且更不会出现类似于量子纠

缠的猝死行为,再一次证实了量子失协与量子纠缠

不一样的特性. 在实际的系统中,处于基态 |g⟩的原
子是稳定的,但是当原子处于激发态 |e⟩时,诸如自

发辐射等因素将会导致高能级原子的衰变.事实上,

除了基态,实际的多能级原子都会从高能级部分地

衰变到其他能级,因此阻尼衰变系数将会很大程度

上影响量子关联的演化行为.同时可以看到随着 α
从 π/4到 π/8的逐渐增大,不仅初始以及演化过程

中能达到的最大的量子失协值降低了,而且演化过

程中零量子失协的时间段也在增加.

4.2 失谐量对量子关联的影响

结果表明失谐量可以控制量子关联性质,甚至

改变量子关联的演化行为,这里只讨论 α = π/6的

情况,如图 3. 无阻尼耗散时,失谐的存在可以整体

提高量子关联的值, 而且延缓其演化的周期.阻尼

存在时, 尽管失谐某种程度上也提高了量子关联,

但量子关联衰减直至消失的时间会越来越快.

图 2 初态为 |Ψatom(0)⟩= cosα|eg⟩+ sinα|ge⟩且共振情形下两
原子之间的量子关联 (蓝色实线代表 α = π/4, 红色虚线代表
α = π/6,绿色点划线代表 α = π/8) (a)阻尼耗散系数 κ = 0;
(b) κ = 0.3g; (c) κ = g

图 3 初态为 |Ψatom(0)⟩ = cosα|eg⟩+ sinα|ge⟩ 且共振情形
下两原子之间的量子关联 (从上到下阻尼耗散系数依次为
0,0.2g,0.4g,0.6g,0.8g,g)
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图 4 初态为 |Ψatom(0)⟩= cosα |eg⟩+ sinα|ge⟩时非共振情形下两原子的量子关联 (蓝色实线代表 δ = 1,红色虚线代表 δ = 2,绿色点划
线代表 δ = 5) (a)阻尼耗散系数 κ = 0; (b) κ = 0.5g

5 结 论

我们考察了在共振和失谐情况下,阻尼 Jaynes-

Cumming模型中两原子间的量子关联动力学.发现

阻尼耗散会使量子关联能达到的最大值越来越小

并迅速消失,阻尼耗散对几何量子失协的影响不同

于对量子纠缠的影响.腔场频率与原子频率之间的

失谐可以提高几何量子失协的值,某种程度上甚至

改变几何量子失协的演化行为.无论是共振还是非

共振,几何量子失协都不会出现类似于量子纠缠的

猝死行为.
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Abstract
The geometrical quantum discord (GQD) is an effective measure of quantum correlation in quantum systems. We investigate

the dynamics of quantum correlation between two atoms in a damping Jaynes-Cummings (J-C) model according to the geometrical
quantum discord. The evolutional characteristics of GQD are given for both the resonant and non-resonant cases; moreover, the effect
of damping on GQD is revealed.
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