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与 Ising链耦合的中心双量子比特系统的量子关联*
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通过对双量子比特系统分别独自与 Ising链耦合情形下的关联问题的研究,推导出了量子失协和量子关联几何

度量的演化规律.在弱耦合相互作用情况下 Ising链的临界点附近,量子关联存在突变.此外本文发现在某段时间内

的演化过程中几何量子关联度保持不变.
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1 引 言

量子纠缠在量子信息和量子计算以及量子力

学基本问题探讨中,是一个令人着迷并且有趣的课
题.纠缠在 teleportation[1], BB84协议 [2], 量子远程
态的制备 [3] 等都有至关重要的作用. 人们在纠缠
方面的研究也取得了很大的成就 [4−6]. 但是量子纠
缠并不包含所有的量子关联, Olliver和 Zurek[7] 引
入了量子失协 (quantum discord)的概念,量子失协
即量子系统中量子互信息与经典关联的差值,他们
认为量子失协比量子纠缠更能刻画量子系统中所

包含的关联. 量子失协在理论上和实际上都有很大
的用处. 在量子计算中量子失协可以用于确定性的
单比特量子计算 (DQC1)[8,9],也可用来处理量子相
变的问题 [10,11], 在处理相变问题量子失协比量子
纠缠更加方便.最近 Dakić等人发现量子关联也可
用来远程量子态的制备 [12,13]. 量子关联在量子信
息和量子计算中是极其重要的.
在现实中,量子系统不可避免的受到环境的影

响, 进而导致退相干现象. 环境对量子关联的影响
越来越受到人们的重视 [14−18],人们发现它与量子
纠缠是不同的. 量子纠缠一般会发生纠缠死亡的
现象,而量子关联一般不会出现死亡的现象.另外,

量子关联的演化还有很多奇妙的现象,人们发现了
非马尔科夫环境下量子关联与经典关联的突然转

变 [19,20]. 最近人们也研究了自旋链作为环境下量
子系统演化过程中量子关联的变化规律 [21−23].
在本文中, 我们将 Ising 链作为量子系统所处

的环境, 考虑双量子比特系统的量子演化规律. 我
们获得了任意初态下的演化规律,进而推导出某些
初态的关联演化情况. 我们还推导了量子关联的几
何度量的演化,发现某些态随时间变化而保持不变.

2 哈密顿量演化

由两个中心原子组成的双量子比特系统与

Ising链独自相耦合的哈密顿量为

H = ∑
l=A,B

Hl +HI , (1)

Hl =−
N

∑
j=1

J(σ z
j,lσ

z
j+1,l +λσ x

j,l), (2)

HI =−
N

∑
j=1

∑
l=A,B

Jδσ x
j,l |e⟩l⟨e|, (3)

这里为 Hl , HI 分别为环境的自由哈密顿量和系统

与环境的相互作用, H 为总哈密顿量. N 为自旋
链粒子的总数目, J 和 λ 分别为 Ising 链的强度和
Ising链与横向场的耦合强度, δ 为环境与系统中一
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个原子的耦合强度, |e⟩ 为原子的激发态, |g⟩ 为基
态, σ x

j ,σ
y
j ,σ

z
j ( j = 1,2 · · · ,N) 为自旋链上第 j 个位

置的泡利矩阵.
设中心原子的初态的密度矩阵为 ρ ,每个初态

所处在环境态为 |G⟩, 我们通过计算获得中心原子
的约化密度矩阵为

ρAB(t) =ρ11|gg⟩⟨gg|+ρ22|ge⟩⟨ge|

+ρ33|eg⟩⟨eg|+ρ44|ee⟩⟨ee|

+ρ12R(t)|gg⟩⟨ge|+ρ13R(t)|gg⟩⟨eg|

+ρ14R2(t)|gg⟩⟨ee|+ρ23|R(t)|2|ge⟩⟨eg|

+ρ24R(t)|ge⟩⟨ee|

+ρ34R(t)|eg⟩⟨ee|+H.c., (4)

这里 H.c. 为厄米共轭,

R(t) = ⟨G|e iHet e−iHgt |G⟩,

其中 Hi, i = g,e为有效哈密顿量,具体形式为

H = Σkε i
k(γ

†
k γk −1/2), (5)

这里

ε i
k = 2J

√
1+(λ +λ )2 −2(λ +λ ′)coska.

其中当 i = g 时, λ ′ = 0; 当 i = e 时, λ ′ = δ . 而

k =
2nπ
Na

, n =−N/2, · · · ,N/2−1.

用 (4)式的哈密顿量可以推导出

R(t) =e∑k i/2(εg
k −εe

k )t ∏
k>0

(cos2 αk

+ sin2 αke2iεe
k t),

αk =
1
2

[
arctan

−sinka
coska−λ

− arctan
−sinka

coska− (λ +δ )

]
.

3 量子失协动力学

量子失协是由经典互信息的两种等价方式过

渡到量子情形下所产生的差异而来,被用来量化非
经典关联 [7]. 对双量子比特情形,量子失协定义为

Q(ρ) = I(ρ)−C(ρ), (6)

这里 I(ρ) 为总关联, I(ρAB) = S(ρA) + S(ρB) −
S(ρAB),其中 von Neumann熵 S(ρ) =−trρ log2 ρ .经
典关联 C(ρ) = S(ρA)−min{Π j} S(ρ|Π j), S(ρ |Π j)的

获得依赖于对系统 B测量基矢 {Π j}的选择,对系
统局域部分 B测量后,系统的量子态变为

ρ j = (I ⊗Π j)ρ(I ⊗Π j)/p j,

p j = tr[(I ⊗Π j)ρ(I ⊗Π j)].

在基矢 {Π j} 测量下, 量子条件熵为 S(ρ|Π j) =

Σ j p jS(ρ j),所以经典关联为

C(ρ) = max
{Π j}

{S(ρA)−Σ j p jS(ρ j)}. (7)

我们考虑初态系统为

ρS(0) =
(

I + ∑
i=x,y,z

ciσi ⊗σi

)/
4, (8)

这里 I 是 4×4的单位矩阵,这个量子态的演化为

ρAB(t) =
1
4
{
(1+ c3)(|gg⟩⟨gg|+ |ee⟩⟨ee|)

+(1− c3)(|ge⟩⟨ge|+ |eg⟩⟨eg|)

+ [(c1 − c2)R2(t)|gg⟩⟨ee|

+(c1 + c2)|R(t)|2|ge⟩⟨eg|+H.c.]
}
, (9)

所以中心原子组成的双量子比特系统的总关联为

I(ρAB) = 2+
4

∑
i=1

λi log2 λi, (10)

这里

λ1,2 = 2+
1
4
[
(1+ c3)± (c1 + c2)|R(t)|2

]
,

λ3,4 = 2+
1
4
[
(1− c3)± (c1 − c2)|R(t)|2

]
.

不失一般性, 我们选取 c1 = 1, c2 = −c3, 根据文献
[24]容易计算出经典关联为

C(ρAB) =
1− c

2
log2(1− c)+

1+ c
2

log2(1+ c),

(11)

这里

c =max{θ1,θ2, |c3|},

θ1,2 =
1
2
|R(t)|2

√
2(c2

1 + c2
2)± (c2

1 − c2
2)

Re[R2(t)]
|R(t)|2

.

在图 1(a) 中我们画出了当 N = 100, c3 = 0.8,
δ = 0.1 时, 量子失协随耦合常数 λ 变化的演化规
律.我们能够清晰地看到在临界点 λc = 1存在突变,
这与文献 [25]中提到的 Loschmidt echo相符合的.
我们取 δ = 0.9时,如图 1(b),强耦合的相互作用量
子失协在临界点处的现象不再明显,并且迅速衰变
为经典态.
图 2(a)描述了 λ = 0.9, δ = 0.1时的量子失协

的演化规律, 我们可以看到量子失协的周期正比
于环境的尺寸大小, 这与 (5)式哈密顿量解的周期
性一致.
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图 1 变量为耦合常数 λ 与时间 t 的三维量子失协 (a)
δ = 0.1; (b)δ = 0.9
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图 2 λ = 0.9, δ = 0.1时 N = 50, 100, 150, 200量子关联的演
化规律 (a)量子失协 Q的演化规律; (b)量子关联的几何度量
G的演化规律
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图 3 N = 100, c3 = 0.8, λ = 0.9, δ = 0.3时总关联 I 与经典关

联C以及量子关联 Q的演化

我们取 N = 100, c3 = 0.8, λ = 0.9, δ = 0.3,总
关联与经典关联以及量子失协的变化如图 3. 从图
中我们发现如文献 [26]所展现的关联从量子关联
向经典关联的突然转变.

4 量子关联的几何度量

除了纠缠以外, 由于量子失协的出现, 随后人
们提出了许多关于量子关联的度量方式,比如双边
同时测量,热力学度量,测量扰动,距离相对熵以及
几何度量等方法. 最近量子关联的几何度量 [27,28]

引起人们的注意,并在量子远程态的制备上得到应
用. 我们在本章主要考虑在 Ising环境下,中心双原
子量子关联的几何度量的演化规律.量子关联的几
何度量具体形式为

G(ρ) = min
χ∈Ω0

∥ ρ −χ ∥2, (12)

其中 ∥ X ∥2= trX2, Ω0 为量子关联为零的态.
对于两量子比特的态

ρ =
1
4

(
I ⊗ I +

3

∑
i=1

xiσi ⊗ I +
3

∑
i=1

yiI ⊗σi

+
3

∑
i, j=1

Ti, jσi ⊗σ j

)
的量子关联的几何度量为

G(ρ) =
1
4
(∥ X ∥2 + ∥ T ∥2 −kmax), (13)

其中K = xxt +T T t, t表示矩阵的转置, kmax 为矩

阵K 的最大本征值.
对于 X 态来说,量子关联的几何度量为

G(ρ) =
1
4
[k1 + k2 + k3 −max{k1,k2,k3}], (14)
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这里

k1 = 4(|ρ14|2 −|ρ23|2),

k2 = 4(|ρ14|2 + |ρ23|2),

k3 = 2[(ρ11 −ρ33)
2 +(ρ22 −ρ44)

2].

图 4 变量为耦合常数 λ 与时间 t 的三维量子关联的几何度量

(a) δ = 0.1; (b) δ = 0.9

图 5 不同的 x值时的量子关联几何度量

我们仍取 (8) 式中的态作为初态 (c1 = 1,

c2 =−c3),对 N = 100, c3 = 0.8, δ = 0.1与 δ = 0.9,

其态演化的关联几何度量如图 4所示. 从图中我们

仍然可以看到弱相互作用时在临界点 λc = 1的突

变性,强耦合的相互作用下,关联迅速衰变为零,这

一点与量子失协相一致的. 另外 λ = 0.9, δ = 0.1,

几何度量与自旋链长度的周期关系如图 2(b)所示.

我们取初态为

ρAB(0) =
1
2

(
|Ψ+⟩⟨Ψ+|+ |Φ+⟩⟨Φ+|

+ x|00⟩⟨00|− x|11⟩⟨11|
)
.

由 (4)和 (14)式可得到其量子关联的几何度量

G(ρ) =
1
2
(
|R(t)|2 + x2 −max[|R(t)|2,x2]

)
,

如图 5所示. 由图我们可以看到在一定时间区间内,

其量子关联的几何度量保持不变.其实,对 Ising链

环境下的 X 态来说,只要满足

|ρ14|=|ρ23|, |ρ23|2 > [(ρ11 −ρ33)
2

+(ρ22 −ρ44)
2]/8,

则态的演化中量子关联的几何度量必定不变 [29].

这一点我们认为在实验上将有很大用处,比如量子

态的远程制备等.

5 结 论

我们主要研究了中心双原子量子比特系统在

Ising模型中的量子关联动力学演化,其度量方式我

们采用量子失协和量子关联的几何度量. 关联的演

化不仅与横向场的耦合强度, 自旋链的长度有关,

还与自旋链与原子的相互作用强度有关. 首先, 不

管是量子失协还是几何度量,我们都发现在弱相互

作用下自旋链的临界点 λc = 1,量子关联都存在突

变现象, 而在强相互作用下, 关联的这种突变性消

失.我们比较了强相互作用和弱相互作用时的关联

演化情形,强相互作用下,量子关联迅速衰减. 其次,

我们量子关联的演化呈现一定的周期性. 最后我们

得到某类态在演化过程中,其几何度量保持不变.
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Abstract
Studying quantum correlation dynamics of a central two-qubit system coupled to Ising chain model, we obtain that the evolution

of quantum discord and geometric measure of quantum discord for the central atoms. We find that quantum correlation exists a sudden
transition in the weak coupled interaction near the quantum critical point of Ising chain. Moreover, the evolution of geometric measure
of quantum discord in invariant to some extent.
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