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周期参数扰动的 T混沌系统同宿轨道分析*
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针对一类周期参数扰动的 T混沌系统,通过变换将系统转化为具有广义 Hamilton结构的周期参数扰动的慢变

系统,运用Melnikov方法对系统的同宿轨道进行了分析计算,并给出了系统的同宿轨道参数分支条件.同时,通过数

值实验,对周期参数扰动控制策略及同宿轨道进行了仿真,验证了文中理论分析的正确性.
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1 引 言

混沌是存在于自然界中的一种普遍运动形式,

是在确定性系统中产生的不规则运动. 近年来的

大量研究工作表明, 混沌与工程技术联系越来越

密切,它在力学,电子等领域都具有广泛的应用前

景 [1−4]. 又由于混沌运动具有初值敏感性混沌控制

成了混沌应用的关键环节. 到目前为止,国内外的

科学工作者基于不同的策略提出了大量的混沌控

制方法, 如反馈控制、脉冲控制、自适应控制, 无

源化控制等 [5−7]. 文献 [8]通过外加一个基于系统

变量的反馈控制项对 Duffing振子,上田振子,布鲁

塞尔振子等进行控制, 并通过 Melnikov 方法对控

制机理进行了分析. 文献 [9, 10] 通过参数扰动对

Lorenz系统,扩散 Lorenz系统进行了控制,并从理

论上证明了参数扰动方法的可行性. 文献 [11] 提

出了一种施加多个凹槽滤波器反馈控制混沌系统

的方法,并用 Melnikov方法进行理论分析,给出了

合适的反馈控制器的参数. 文献 [12] 基于同宿分

岔和异宿分岔, 由 Melnikov 理论推导了具有同宿

轨道、异宿轨道的双势阱 Duffing振子在谐和激励

与有界噪声摄动下的混沌运动的必要条件及出现

分形边界的充分条件.又由于混沌系统在一些工程

领域非常重要,因此有目的的构造简单混沌系统来

产生或强化混沌现象已经成为一个关键性的课题.

1994年, Sprott[13] 通过计算机仿真给出了只包含一

个到两个非线性项的且少于七项的混沌系统. 2008

年 Yang和 Chen[14] 给出了混沌系统代数结构的分

类条件,发现 Lorenz系统满足 a11a22 > 0, Chen系

统, LÜ系统满足 a11a22 < 0, 一个自然的问题是否

有过渡混沌系统满足 a11a22 = 0. 2010年,作者 [15]

构造了一个满足 a11a22 = 0 且含有六项的混沌系

统.本文在文献 [15]的基础上继续对此类 T混沌系

统 [16] (文献 [16]的发表时间早于文献 [15],故以 T

混沌系统命名)

dx
dt

= a(y− x),

dy
dt

= cx−axz,

dz
dt

=−bz+ xy (1)

(a, b, c为实数 a ̸= 0)进行了参数扰动控制分析,并

通过广义 Hamilton 系统扰动理论, 运用 Melnikov

方法对同宿轨道进行了分析,给出了分支参数条件,

并运用 matlab, maple软件进行了仿真验证.
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2 周期参数扰动系统

令 x = x̃, y =
1√
a

ỹ, z =
1
a
(c− z̃), 则系统 (1) 可

变为

dx̃
dt

=−ax̃+
√

aỹ,

dỹ
dt

=
√

ax̃z̃,

dz̃
dt

= b(c− z̃)−
√

ax̃ỹ. (2)

为了便于控制系统 (2), 运用周期参数扰动控制方

法 [17,18],将参数 c变为 c0 + c1 sinωt,则有

dx̃
dt

=−ax̃+
√

aỹ,

dỹ
dt

=
√

ax̃z̃,

dz̃
dt

= b(c0 + c1 sinωt − z̃)−
√

ax̃ỹ. (3)

显然当 c1 = 0 时, 系统 (3) 即为系统 (2). 为了便

于分析系统 (3), 令 x̃ =
x̂
ε

, ỹ =
ŷ
ε2 , z̃ =

ẑ
ε2 , t = ετ ,

ω =
ω1

ε
, ε =

1√
bc0

,有

dx̂
dτ

=
√

aŷ− εax̂,
dŷ
dτ

=
√

ax̂ẑ,

dẑ
dτ

=−
√

ax̂ŷ+ ε
(

1+
c1

c0
sinω1τ −bẑ

)
. (4)

记 x̂ = x, ŷ = y, ẑ = z, τ = t,且导数用符号 “·”,则系

统 (4)可变为

ẋ =
√

ay− εax, ẏ =
√

axz,

ż =−
√

axy+ ε
(

1+
c1

c0
sinω1t −bz

)
. (5)

显然当 ε = 0,未扰系统 (5)ε=0为广义Hamilton系统
ẋ

ẏ

ż

=


0 −

√
az

√
ay

√
az 0 0

−
√

ay 0 0




x

0

1


= J ·∇H, (6)

其中 Hamilton 函数为 H(x,y,z) =
1
2

x2 + z = A,

Casimir函数为 C(x,y,z) = a(y2 + z2) = aB2,且在平

衡点 (0,0,B)处存在 “8形”同宿轨道,在三维空间

中,该同宿轨道在柱面 y2 + z2 = B2 上.

为了寻找系统 (5) 的同宿轨道分支参数条件,

根据 Hamilton系统理论 [19],令

x = x, y = (B+ρ)sin(θ −π),

z = (B+ρ)cos(θ −π),

且 B > 0,
∣∣∣∣ρ
B

∣∣∣∣≪ 1,则系统 (5)可变化为具有一个慢

变量 ρ 的扰动摆系统 [20]

θ̇ =
√

ax+ ε
(

1
B+ρ

(
sinθ +

c1

c0
sinω1t sinθ

)
+bcosθ sinθ

)
,

ẋ =−
√

a(B+ρ)sinθ − εax,

ρ̇ =− ε
(

cosθ +
c1

c0
sinω1t cosθ

+b(B+ρ)cos2 θ
)
. (7)

当 ε = 0 时, 系统 (7) 退化为 θ -x 平面上的单摆系

统,其 Hamilton函数为

H̃(θ ,x,ρ) =
√

a
(

1
2

x2 − (B+ρ)cosθ
)
=
√

aA.

容易得知,当 A = (B+ρ)时,未扰系统 (7)ε=0 存在

两条连接 (−π,0)和 (π,0)的异宿轨道,并构成异宿

环,此异宿环对应于原系统 (5)的柱面 y2 + z2 = B2

上的 “8形”同宿轨道,因此寻找系统 (5)的同宿轨

道分支参数即转寻为系统 (7) 的异宿环分支参数.

由于在柱面 y2 + z2 = B2 上, 未扰系统 (7)ε=0 的两

鞍点 (−π,0) 和 (π,0) 对应为同一点, 即未扰系统

(5)ε=0 的平衡点 (0,0,B) 处, 故我们仍称未扰系统

(7)ε=0 的异宿环为同宿于鞍点 (θ ,x,ρ) = (π,0,ρ)
的同宿轨道 {Γ±},

θh(t) =±2arctan(sinh(
√

a(B+ρ)t)),

xh(t) =±2
√
(B+ρ)sech(

√
a(B+ρ)t). (8)

3 Melnikov同宿轨道分析

对于慢变系统, 根据文献 [20, 21], 定义 Mel-

nikov函数

M0 =
∫ +∞

−∞

{
−a

√
ax2

h +
√

asin2 θh

+b
√

a(B+ρ)cosθh sin2 θh
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+
√

a
c1

c0
sinω1t0 sin2 θh cosω1t

}
dt

=−a
√

aN1 +
√

aN2 +b
√

a(B+ρ)N3

+
√

a
c1

c0
sinω1t0N4, (9)

其中

N1 =
∫ +∞

−∞
x2

h dt

=
∫ +∞

−∞
4(B+ρ)sech2(√a(B+ρ)t

)
dt

=8

√
B+ρ

a
,

N2 =
∫ +∞

−∞
sin2 θh dt

=
∫ +∞

−∞

4sinh2 (√a(B+ρ)t)[
1+ sinh2(

√
a(B+ρ)t)

]2 dt

=
8

3
√

a(B+ρ)
,

N3 =
∫ +∞

−∞
sin2 θh cosθh dt

=
∫ +∞

−∞

4sinh2 (√a(B+ρ)t
)[

1+ sinh2(
√

a(B+ρ)t)
]2

×
1− sinh2(

√
a(B+ρ)t)

1+ sinh2(
√

a(B+ρ)t)
dt

=
−8

15
√

a(B+ρ)
,

N4 =
∫ +∞

−∞
sin2 θh cosω1t dt

=
∫ +∞

−∞

4sinh2(
√

a(B+ρ)t)[
1+ sinh2(

√
a(B+ρ)t)

]2 cosω1t dt

u =
√

a(B+ρ)t
4√

a(B+ρ)

×
∫ +∞

−∞

sinh2 u
cosh4 u

cos
ω1u√

a(B+ρ)
du

=
4ω1π

a(B+ρ)sinh
ω1π

2
√

a(B+ρ)

×
(

1
3
− ω2

1
6a(B+ρ)

)
.

因此

M0 =−a
√

aN1 +
√

aN2 +b
√

a(B+ρ)N3

+
√

a
c1

c0
sinω1t0N4

=−8a
√

B+ρ +
8

3
√

B+ρ
− 8b

√
B+ρ

15

+
c1

c0
sinω1t0

4ω1π
√

a(B+ρ)sinh
ω1π

2
√

a(B+ρ)

×
(

1
3
− ω2

1
6a(B+ρ)

)
. (10)

定理1 若 b = 5−15a时,则在柱面 y2 + z2 = 1

上, 未扰系统 (7)ε=0 的同宿于鞍点 (θ ,x,ρ) =
(π,0,ρ) 的同宿轨道 {Γ±} 的附近, 系统 (5) 存在

两同宿轨道.

证明 由 (10)式知,当 c1 = 0或者
ω2

1
a(B+ρ)

=

2, 则由 M0 = 0, 有 B+ ρ =
5

15a+b
, 当 ρ = 0 时,

B =
5

15a+b
, 由于 M0(B) = 0,

∂M0

∂B

∣∣∣
B= 5

15a+1

̸= 0, 故

两同宿轨横截相交;当 c1 ̸= 0且
ω2

1
a(B+ρ)

̸= 2,则两

同宿轨的横截条件为

∣∣∣∣
[

4−
(

12a+
4
5

b
)
(B+ρ)

]
c0
√

a(B+ρ)sinh
ω1π

2
√

a(B+ρ)

c1ω1π

(
2− ω2

1
a(B+ρ)

) ∣∣∣∣< 1.

取 ρ = 0, B = 1时,令M0 = 0,则可得同宿轨道参数

分支值 b = 5−15a.

4 数值仿真

为了论证上述理论,我们给出数值仿真. 取系

统 (1)中参数 a = 2,b = 1,c = 9,可以看到系统在该

组参数下为混沌系统 (见图 1).

在保持参数 a = 2,b = 1不变的情形下,图 2给

出了系统 (3)在参数 c0 = 1,ω = 1下,随着参数 c1

变化的 Lyapunov指数谱,从中可以看到,经过参数

扰动后,系统 (3)在不同参数下运动状态不同,当参
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数 c1 = 1,其相图见图 3(a),由其 Poincare截面 (见图

3(b))可以看到系统 (3)为混沌系统,当 c1 = 2时,其

相图见图 3(c),由其 Poincare截面 (见图 3(d))可以

看到系统 (3)出现周期 3的周期运动,当 c1 = 2.436,

其相图见图 3(e),其相应的 LE图见图 3(f),从中可

以看到有两个零 LE, 两个负 LE. 显然当取合适的

参数 c1 时,系统 (1)经过周期参数扰动控制后会达

到稳定状态.

图 1 系统 (1)在参数 a = 2,b = 1,c = 9下的混沌吸引子

为了继续探究周期参数扰动系统 (3)的动力学

行为,取 a = 0.2,图 4给出未扰系统 (5)ε=0 在三维

空间及在相应平面上的投影 “8形”同宿轨道. 根据

定理 1,取 B = 1, a = 0.2,则 b = 2,则可作出未扰系

统 (5)ε=0的同宿轨道,即为抛物柱面
1
2

x2 + z = 1与

圆柱面 y2 + z2 = 1的交线 (见图 5).

图 2 系统 (3) 在参数 a = 2,b = 1,c0 = 1,ω = 1 下的
Lyaponov指数谱

当系统 (5)变为慢变系统 (7)时,相应的空间柱

面上的同宿轨道退化为平面 θ -x 平面内的异宿轨

道, 在保持上述参数的不变的情形下, 图 6给出了

未扰系统 (7)ε=0 在退化 θ -x平面内的异宿轨道,另

取参数 ε = 10−5, 图 7作出了系统 (7)的三维空间

异宿轨道及在 θ -x平面内的投影,从投影图形可以

看到,当 ε 在零的附近取值,系统 (7)在定理 1所给

参数分支条件下存在三维空间异宿轨道,即对应系

统 (5)的同宿轨道.

图 3 系统 (3)在不同参数 c1 下的相图 (a), (c), (e), Poincare截面图 (b), (d)和 LE图 (f) (a), (b) c1 = 1; (c), (d) c1 = 2; (e), (f) c1 = 2.436
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图 4 未扰系统 (5)ε=0 三维空间中的同宿轨道及在各坐标面上的投影 (a)同宿轨道; (b) x-y平面; (c) x-z平面; (d) y-z平面

图 5 未扰系统 (5)ε=0 的同宿轨道 (抛物柱面
1
2

x2 + z = 1与圆

柱面 y2 + z2 = 1的交线) 图 6 未扰系统 (7)ε=0 在退化 θ -x平面内的异宿轨道

5 结 论

本文通过符号与数值运算,分析和计算了周期

参数扰动的 T混沌系统的同宿轨道,运用Melnikov

函数解析地给出了分支参数条件,并通过数值仿真

进行了实验, 验证了理论分析的正确性. 根据数值

仿真,可以看到周期参数扰动策略不仅可以对原混

沌系统进行控制,同时可以探究系统的同宿轨道解

析式. 当然还可以继续分析该扰动系统的周期轨道

等动力学行为,限于篇幅,此处讨论从略.
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图 7 系统 (7)三维空间异宿轨道及在平面内的投影 (a)异宿轨道; (b) θ -x平面
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Homoclinic orbits analysis of T chaotic system with
periodic parametric perturbation∗
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Abstract
Using Melnikov method we have analysed and calculated the homoclinic orbits of a slowly varying oscillator, derived from

the T chaotic system with generalized Hamiltonian structure under periodic parametric perturbation. Also the parameter bifurcation
conditions of homoclinic orbits are obtained. The simulation results demonstrate the feasibility of periodic parametric perturbation
control technology, and the correctness of the discussion in this paper.
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