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精细积分法在含各向异性介质波导不连续

性问题中的应用*
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用精细积分法对含各向异性介质的波导不连续性问题进行了数值模拟与分析.从矢量波动方程相对应的单变

量变分形式出发,推导出了含有各向异性介质波导横截面离散系数矩阵的表达式,引入对偶变量,在 Hamilton体系

下,利用精细积分法求出出口刚度矩阵,进行有限元拼装,求解了含各向异性介质的波导不连续性问题.算例表明了

该方法的准确性和高效性. 利用本文方法还讨论了介电系数和导磁系数张量的各个分量对波导传输特性的影响.
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1 引 言

波导的不连续性是指波导中存在物质或结构

的不均匀性. 当波入射到不连续波导上, 一部分波

会在不均匀部分发生反射, 另一部分则继续传播.

分析波导不连续问题中波反射和透射的能量分配,

是微波器件设计中重要的一环, 具有重要的理论

及实际意义 [1]. 其中,由于各向异性介质中电磁波

沿不同方向传输特性不同, 各向异性材料在微波

器件中得到广泛应用,含各向异性介质的波导问题

越来越多地被人们所关注与研究 [2−4],本文对含各

向异性介质的波导不连续性问题进行了数值计算

与分析.

对于波导不连续性问题的分析, 很难得到解

析解, 因此, 提出了很多数值计算方法, 如有限

元法 (finite element method, FEM), 时域有限差分

法 (finite-difference time-domain method, FDTD), 边

界元法 (boundary element method, BEM), 矩量法

(method of moments, MOM) 等. 文献 [5] 中直接利

用 FEM 方法对波导不连续性问题进行了分析, 但

当截断面设定在离介质块足够远的地方时,这种方

法会导致计算量的急剧增加; 文献 [6] 采用 FDTD

方法同时考虑吸收边界条件对波导的不连续性问

题进行了分析;文献 [7]中采用 BEM方法分析了波

导的不连续性问题,但这种方法可能会遇到区域积

分的奇异性问题,导致求解遇到困难;文献 [8]采用

MOM方法对波导的不连续性问题进行了分析,这

种方法计算过程中矩阵一般较大,特别是一些二维

和三维问题的求解非常困难;文献 [9]利用半解析

法求解了波导的不连续性问题,其中利用了对偶棱

边元以及精细积分法,但只考虑了各向同性介质的

情形,且半解析离散后需要进一步的辛正则化.

本文在 Hamilton体系下利用精细积分分析求

解含各向异性介质的波导不连续性问题.首先从矢

量波动方程相对应的单变量变分形式出发推导出

了含有各向异性介质波导横截面离散系数矩阵的

表达式, 然后引入对偶变量, 将离散后的变分原理

导入 Hamilton体系,进而利用精细积分方法求出区

段混合能系数矩阵, 继而求出区段出口刚度矩阵,

最后有限元拼装并结合边界条件进行求解. 利用本

文方法首先计算了含各向同性介质块的波导不连
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续问题, 并与参考文献进行了比较, 验证了此方法

的正确性;其次计算了含各向异性介质块的波导不

连续问题, 并与有限元法的结果进行了比较, 用计

算误差判断了其精度,表明此方法是有效和准确的.

本文方法只需要对波导横截面进行常规有限元离

散, 离散节点少, 计算量不会随着波导长度的增加

而增加.

2 含各向异性介质波导的变分原理、
区段电磁势能及混合能

考虑如图 1所示介质加载波导,中间的介质块

是各向异性介质, 假定波导工作在某一频率, 并且

只有主模 TE10 波可以无衰减的传输. 在 S1 和 S2

处对波导进行截断, 并使截断面离介质块足够远,

使得由介质块激励的高次模在到达截断面前已经

消失.将波导分成三个区段,即 S1 面到介质块的区

段、含介质块的区段和介质块到 S2 面的区段,图 1

中虚线框已将 3个区段明确地分开.

图 1 块状介质填充波导不连续性结构

假设波导的纵向沿 z方向,对于其中的一个区

段, 设该区段的两个端面的 z 坐标分别为 za 和 zb,

考虑齐次边界条件与各向异性介质,与矢量波动方

程相对应的单变量变分原理为 [5]

Π(E) =
1
2

∫ zb

za

∫∫
Ω

[
(∇×E) · [µ]−1 · (∇×E)

− k2
0E · [ε] ·E]dΩ dz,

δΠ(E) =0, (1)

其中, E表示电场强度, Π 表示泛函, k0表示自由空

间波数, Ω 表示横截面,对于各向异性介质,如果相

对介电系数和相对导磁系数张量是对称的,通过坐

标旋转, 我们总能将它们变换成对角张量, 即可表

示为

[ε] =


εx 0 0

0 εy 0

0 0 εz

 ,

[µ] =


µx 0 0

0 µy 0

0 0 µz

 . (2)

用 [εt], [µt]分别表示相对介电系数和相对导磁系数

的横向张量,即

[εt] =

 εx 0

0 εy

 ,

[µt] =

 µx 0

0 µy

 . (3)

将变量 E 拆分为横向分量 Et 和纵向分量 Ez,即

E =Et +Ez, (4)

其中 Et = Exx+Eyy, Ez = Ezz.

同样, 矢量算子 ∇拆为横向算子 ∇t 和纵向算

子 z( ),即

∇ = ∇t +z( ), (5)

其中 ∇t = x∂/∂x+y∂/∂y, z( ) = z
∂
∂ z

.

将 (3)和 (4)式代入 (1)式,并考虑 (5)式,变分

形式可以重新表示为

Π =
1
2

∫ zb

za

∫
Ω

[
(∇t ×Et) · [µt]

−1 · (∇t ×Et)

+
1
µz

(∇tEz) · (∇tEz)

+ Ėt · [µt]
−1 · Ėt − (∇tEz)

· [µt]
−1 · Ėt − Ėt · [µt]

−1 · (∇tEz)

− k2
0Et · [εt] ·Et − k2

0εzEz ·Ez

]
dΩ dz. (6)

对横截面进行有限元离散,其中横向电场利用

矢量基插值函数进行离散,纵向电场利用节点基插

值函数进行离散,即

Et = [N e
t ]

TEe
t , (7)

Ez = [Ne
z ]

TEe
z , (8)

其中, N e
t 和 Ne

z 分别表示矢量基和节点基插值函

数, Ee
t 和 Ee

z 分别表示某一单元棱边上的横向电场

和节点上的纵向电场,上标 T表示矩阵的转置.
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将 (7)和 (8)式代入 (6)式,并组装单元系数矩

阵得

Π =
1
2

∫ zb

za

[
ET

t M1Et +ET
z M2Ez

+ ĖT
t M3Et − ĖT

t M4Ez −ET
z M4Ėt

]
dz, (9)

其中

M1 =
N

∑
e=1

∫∫
Ωe

[
1
µz

[∇t ×N e
t ] · [∇t ×N e

t ]
T

− k2
0N

e
t · [εt] · [N e

t ]
T
]

dΩ , (10)

M2 =
N

∑
e=1

∫∫
Ωe

[
[∇tN

e
z ] · [µt]

−1 · [∇tN
e
z ]

T

− k2
0εzN

e
z · [Ne

z ]
T]dΩ , (11)

M3 =
N

∑
e=1

∫∫
Ωe

[
N e

t · [µt]
−1 · [N e

t ]
T]dΩ , (12)

M4 =
N

∑
e=1

∫∫
Ωe

[
N e

t · [µt]
−1 · [∇tNe

z ]
T]dΩ . (13)

这里 N 表示横截面上单元的个数.

在上面的推导中,当介电系数和导磁系数张量

的各个分量相等时,就过渡到各向同性介质的情况.

(9)式中没有 Ez 的导数项,可以对 Ez 先行变分求

解出来. 将 (9)式对 Ez 求偏导,求得

Ez =M−1
2 MT

4 Ėt. (14)

把 (14)式代入 (9)式得到下面的变分形式:

Π =
1
2

∫ zb

za

[ET
t K11Et + ĖT

t K22Ėt]dz,

δΠ(Et) = 0, (15)

其中

K11 =M1, K12 =K21 = 0,

K22 =M3 −M4M
−1
2 MT

4 , (16)

Π 又称为区段的电磁势能,区段电磁势能应该是区

段两端切向电场 Eta 和 Etb 的二次型函数,即

Π(Eta,Etb) =ET
taKaaEmta/2+ET

tbKbaEta

+ET
tbKbbEtb/2, (17)

其中Kaa, Kba 和Kbb 是区段的出口刚度矩阵. 求

出出口刚度矩阵后就可以将各个区段的出口刚度

阵进行组装,进而求出总的刚度矩阵, 但是 (15)式

的积分无法直接积分求出,因此必须寻求数值解法,

以便找出区段出口刚度矩阵 Kaa, Kba 和 Kbb. 为

此,引入对偶变量,在 Hamilton体系下利用精细积

分方法求出出口刚度矩阵Kaa, Kba 和Kbb. 令

q =Et, p= Ėt, (18)

则变分原理 (15)式可以写成

Π =
∫ zb

za

[pTq̇−H(q,p)]dz, δΠ = 0, (19)

其中

H(q,p) = pTDp/2+pTAq−qTBq/2, (20)

H(q,p)即 Hamilton函数,也称为区段混合能密度.

其中

B =K11, A= 0, D =K−1
22 . (21)

通过对区段电磁势能的勒让德变换,引入区段混合

能 Γ , 区段混合能也是两端变量的二次型函数, 可

以表示为

Γ (qa,pb) =−qT
a Qqrma/2+pT

bFqa

+pT
bGpb/2. (22)

区段混合能系数矩阵 F , G, Q与区段混合能密度

系数矩阵A, B和D之间满足黎卡提微分方程 [10]

dF /dη =(A−GB)F = F (A−DQ),

dG/dη =D+AG+GAT −GBG= FDF T,

dQ/dη =F TBF =B+ATQ+QA

−QDQ, (23)

其中 η = za − zb 为波导的区段长度.

黎卡提微分方程可由精细积分进行求解. 求出

F , G, Q后,再利用 F , G, Q与Kaa, Kba, Kbb的关

系 [10],便可以求出区段的出口刚度矩阵Kaa, Kba,

Kbb. 最后,将求出的出口刚度矩阵进行区段的有限

元拼装, 并结合边界条件, 就可以求出两端的电场

强度,从而求解透射和反射系数. 下面给出黎卡提

微分方程的精细积分算法.

3 黎卡提微分方程的精细积分算法

精细积分是一个高效、精确的积分算法,其计

算精度可以超过现有计算机字长所决定的精度范

围, 从某种意义上说, 也就是得到了计算机上的解

析解.它的思路为将区段长度 η 再进行细分,然后

利用泰勒级数展开并执行区段合并. 详细的过程

如下 [11,12]:
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将积分区段 η 继续细分 2N 段, 比如选择

N = 20,则有

τ = η/2N , 2N = 1048576, (24)

η 本身是一个有限长度的区段,如此 τ 将成为一个
非常小的量,首先在小区段 τ 内对矩阵 F , G, Q做

Taylor级数展开

F (τ) = I+F ′(τ),

F ′(τ) = φ1τ +φ2τ2 +φ3τ3 +φ4τ4 +O(τ5),

G(τ) = γ1τ +γ2τ2 +γ3τ3 +γ4τ4 +O(τ5),

Q(τ) = θ1τ +θ2τ2 +θ3τ3 +θ4τ4 +O(τ5). (25)

其中 φ , γ, θ 为 Taylor 展开的系数矩阵, 其维数与

F , G, Q矩阵相同.将 (25)式代入方程 (23),通过比

较 τ 的各阶幂次即可得到各系数矩阵的表达式

γ1 =Dg,

γ2 = (Agγ1 +γ1A
T
g )/2,

γ3 = (Agγ2 +γ2A
T
g −γ1Bgγ1)/3,

γ4 = (Agγ3 +γ3A
T
g −γ2Bgγ1 −γ1Bgγ2)/4; (26)

φ1 =Ag,

φ2 = (Agφ1 +γ1B
T
g )/2,

φ3 = (Agφ2 +γ2B
T
g −γ1Bgφ1)/3,

φ4 = (Agφ3 +γ3B
T
g −γ2Bgφ1 −γ1Bgφ2)/4; (27)

θ1 =Bg,

θ2 = (φT
1 Bg +Bgφ1)/2,

θ3 = (φT
2 Bg +Bgφ2 +φT

1 Bgφ1)/3,

θ4 = (φT
3 Bg +Bgφ3 +φT

2 Bgφ1

+φT
1 Bgφ2)/4. (28)

因为步长 τ 已是一个很小的量,则采用 Taylor

展开时略去的高阶项 O(τ5)与 η 区段相应的混合
能矩阵的量级相比,已往往超出了计算机字长所决

定的精度范围之外, 可以忽略不计. 关于精细积分

区段细分参数的选取以及精度分析可以参考文献

[11, 12],限于篇幅此处不再赘述.

得到 τ 区段的矩阵 F , G, Q后即可执行由两

个 τ 区段得到一个 2τ 的合并公式

G(2τ) =G(τ)+(I+F ′(τ))(G(τ)−1

+Q(τ))−1(I+F ′(τ))T,

F ′(2τ) =(F ′(τ)−G(τ)Q(τ)/2)

× (I+G(τ)Q(τ))−1

+(I+G(τ)Q(τ))−1(F ′(τ)

−G(τ)Q(τ)/2)

+F ′(τ)(I+G(τ)Q(τ))−1F ′(τ),

Q(2τ) =Q(τ)+(I+F ′(τ))T(Q(τ)−1

+G(τ))−1(I+F ′(τ)). (29)

将以上的区段合并过程重复执行 N 次,积分步长由

τ 合并为初始长度 η ,即可得到区段 η 的混合能矩
阵 F (η), G(η), Q(η). 需要强调的是由于当 τ 很小
时, F (τ) 趋于单位阵, 在计算过程中 F (τ) 阵的增
量 F ′(τ)如果直接与单位阵相加,就会成为尾数,其

计算精度将会在计算机舍入操作中丧失殆尽. 合理

的处理方式是在计算时仅记录待求矩阵的增量 F ′

而不是全量 F ,在结束循环后再令 F = I+F ′.

4 算法验证

算例1 为验证方法的正确性, 首先作为特例

分析如图 1所示的含各向同性介质块波导的传输

特性. 取与文献 [9] 相同的结构和参数, 即波导的

横截面尺寸为 a = 2b, 介质块尺寸为 c = 0.888b,

d = 0.399b, l = 0.8b,介质块的相对介电系数和相对

导磁系数分别为 6和 1. 图 2给出反射系数 S11 随

k0b的变化曲线,与文献 [9]所给结果一致.

算例2 分析计算如图 1 所示的含各向异

性介质块波导的反射系数. 波导的横截面尺

寸为 a = 2 cm, b = 1 cm, 其中的介质块尺寸为

c = 0.888 cm, d = 0.399 cm, l = 0.8 cm, 介质块的

相对介电系数和相对导磁系数为

[ε] =


5 0 0

0 6 0

0 0 7

 ,

[µ] =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

三个区段的长度依次取 0.8 cm, 0.8 cm, 0.8 cm,

图 3给出了利用本文算法的计算结果,并与有限元

算法的结果进行了比较. 其中本文算法将横截面离

散为 8× 4个面单元, 共 90个节点; 有限元法划分

的体单元数分别为 384 个和 2048 个, 节点数分别

为 585个和 2601个.从图 3中可以看出,本文算法

134101-4



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 13 (2013) 134101

的结果与加密网格后的有限法计算的结果符合得

很好,证明了本文算法的有效性和精确性.

图 2 反射系数 S11 随 k0b的变化曲线

图 3 反射系数随频率的变化曲线

根据能量守恒定律可知, 在无损介质中, 透射

率与反射率之和应当等于 1,即

∆ = 1− (|R|2 + |T |2) = 0. (30)

(30)式是一种理想情况,在计算中由于各种误差的

存在, ∆ 总是一个很小的非零数值, 又称为计算误

差. ∆ 的值可以检验算法的精度,即 ∆ 越小,则精度

就越高. 图 4给出了频率为 10 GHz时 ∆ 随截断面
到介质块距离的变化情况, 从图中可以发现, 随着

截断面到介质块长度的增加, ∆ 几乎接近 0,计算结

果具有高精度.
本文算法只需要对横截面进行离散,大大减少

了计算量. 而且,当截断面取在离介质块更远处时,

对有限元法无疑会增加计算量, 而对本文算法, 仍

然是将波导划分为三个区段,同时只对横截面离散,

因而不会增加计算量, 计算时间基本不变. 图 5 给

出了计算时间随两端区段长度的变化曲线,从图中

可以看出, 计算时间基本稳定在 2.0 s 以下. 所以,

在截断面离介质块较远、计算精度得到提高的同

时,不会增加计算量,计算时间基本不变.

图 4 计算误差 ∆ 随截断面到介质块距离的变化

图 5 计算时间随两端区段长度的变化

5 数值分析

算例3 仍然分析如图 1所示的含各向异性介

质块波导的反射系数, 其中几何结构同上例, 介质

块的相对介电系数张量分别取

[ε1] =


6 0 0

0 6 0

0 0 6

 ,

[ε2] =


7 0 0

0 6 0

0 0 6

 ,

[ε3] =


6 0 0

0 7 0

0 0 6

 ,

[ε4] =


6 0 0

0 6 0

0 0 7

 ,
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相对导磁系数张量取

[µ] =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

图 6 给出了 4 条不同介电系数下的反射系数
曲线.从图中可以看出,在导磁系数不变的情况下,
x方向介电系数的改变基本不影响透射带位置,随
着 y 和 z 方向介电系数的增大透射带向低频方向

移动.

图 6 介电系数张量的改变对反射系数的影响

取相同的几何结构,介质块的相对导磁系数系
数张量分别取

[µ1] =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 ,

[µ2] =


1.2 0 0

0 1 0

0 0 1

 ,

[µ3] =


1 0 0

0 2 0

0 0 1

 ,

[µ4] =


1 0 0

0 1 0

0 0 2

 .

相对介电系数张量取

[ε] =


6 0 0

0 6 0

0 0 6

 .

图 7 给出了 4 条不同导磁系数张量下的反射

系数. 从图中可以看出,在相对介电系数不变的情

况下, 随着 x 和 y 方向相对导磁系数的增大, 透射

带向低频方向移动,但是随着 z方向相对导磁系数

的增大,透射带向高频方向移动.从所取参数和图 7

还可看出, x方向的导磁系数的改变对透射带的位

置影响较大, y和 z方向的导磁系数对透射带影响

相对较小.

图 7 导磁系数张量的改变对反射系数的影响

6 结 论

从矢量波动方程相对应的单变量变分形式出

发推导出了含有各向异性介质波导横截面离散系

数矩阵的表达式,利用精细积分法求解了含各向异

性介质波导的不连续性问题.此方法只对横截面进

行离散, 计算量小, 增加波导的长度基本不会增加

计算的时间,为含各向异性介质的波导不连续问题

提供了一种高效、准确的分析方法. 利用本文方法

分析了介电系数和导磁系数张量中各分量对含各

向异性介质波导传输特性的影响,为含各向异性介

质不连续波导器件的设计提供了参考.
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Abstract
Waveguide discontinuities with anisotropic dielectric are simulated and analyzed by the precise integration method. The discrete

coefficient matrices for the cross-section of the waveguide, which contains anisotropic dielectric, are deduced from the variational
principle based on single variable corresponding to the vector wave equation. Introducing the dual-variables, the stiff matrices are
calculated by using precise integration method in a Hamiltonion system. Then the problem is solved by assembling the finite elements.
Numerical results show accuracy and good efficiency of the method. The influence of the components of permittivity and permeability
on the waveguide transmission characteristic is also discussed.
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