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自适应光学控制系统对 Kolmogorov湍流

补偿的修正有效带宽*
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基于时间功率谱反演生成的 Kolmogorov湍流时间序列,模拟分析了自适应光学控制系统跟踪回路与高阶误差

校正回路在有限误差 −3 dB带宽、有时间延迟情况下的闭环校正残余误差,得出了系统的跟踪残余方差、高阶残

余方差与误差 −3 dB带宽的数值拟合结果,修正了系统有效带宽的表达式,使其能更精确地估计校正残余方差.
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1 引 言

自适应光学 (adaptive optics, AO) 系统能够实

时测量并且校正受到大气湍流扰动的光学相位波

前, 提高成像质量, 在天文观测领域具有广泛应

用 [1,2]. 典型的 AO系统通常由波前传感器、波前

校正器、波前控制器三部分构成 [3],而其控制系统

可分为校正整体倾斜的跟踪回路和校正高阶像差

的高阶误差校正回路. 无论是跟踪回路还是高阶

误差校正回路,目前最常用的控制方法均为基于比

例积分的闭环控制 [4,5]. 该方法对大气扰动的低频

部分抑制能力好, 计算量小, 且无稳态误差. 在设

计和分析 AO系统时,常常需要提出某个衡量系统

时域校正能力的指标,以此来指导硬件和软件的设

计.误差 −3 dB带宽是衡量 AO系统对大气湍流补

偿能力的一个重要指标, 其值越大, 对大气湍流的

补偿效果越好 [6]. 然而, 实际的 AO系统由于时间

延迟的存在,误差 −3 dB带宽很难得到提高,并且

往往以大大提高成本为代价. 因此, 实际设计误差

−3 dB 带宽时, 并非越大越好. 寻找大气湍流补偿

残余方差与控制带宽较为精确的量化关系对 AO

系统硬件及软件的设计至关重要. Tyler[7] 曾根据

Kolmogorov湍流的特性,提出了 Tyler频率的概念,

为了积分过程的简化,其假设等效横向风速与望远

镜主镜口径之比远小于系统闭环带宽,并只给出了

系统无时间延迟、闭环带宽足够大的理想跟踪回

路中,跟踪残余方差与闭环带宽的关系.然而,一方

面虽然理想跟踪回路的误差 −3 dB带宽与闭环带

宽相等, 但两者却有不同的物理意义:闭环带宽只

能决定闭环残差中噪声引入的多少,而误差 −3 dB

带宽才决定了系统对大气湍流等扰动的抑制能

力 [5], 只是当无时间延迟时二者相等, 但对于存在

时间延迟的实际跟踪回路,二者往往存在着 3倍左

右的关系 [5]. Tyler结论中跟踪残余方差与闭环带

宽的关系实质上应为跟踪残余方差与误差 −3 dB

带宽的关系,本文以后的论述中将采用这一更具有

普适性的结论作为 Tyler理论对实际跟踪回路的跟

踪误差分析结果. 另一方面, 由于实际的跟踪回路

中误差 −3 dB带宽有限,同时也不可避免地存在着
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约 1—2倍采样周期的等效时延. 例如,对于云南天

文台 1.2 m望远镜 AO系统 [2],其误差 −3 dB带宽

小于 44 Hz,而一般等效横向风速在 10—20 m/s左
右,等效横向风速与望远镜主镜口径之比与跟踪回

路的误差 −3 dB带宽比较接近.因此, Tyler在文献

[7]中的近似条件在实际跟踪回路中往往并不成立,

直接运用 Tyler 公式估计跟踪残余方差误差较大.
Greenwood[8] 提出了著名的 Greenwood频率,并建

立了波前残余方差与闭环带宽的 −5/3次方的关系

式,同样,该闭环带宽实际也应为误差 −3 dB带宽,

并且将该关系式直接使用在具有 2—3倍采样周期

等效时延的实际高阶误差校正回路会产生较大的

误差. Fried[9] 和 Karr[10] 只分析了 AO系统高阶误

差校正回路的时间延迟影响,并没有分析波前残余

方差与误差 −3 dB 带宽的关系. 李新阳 [5] 分析了

有延迟 AO系统的控制性能,并将推导出的系统开
环带宽、误差带宽与误差 −3 dB带宽统称为有效

带宽. 然而,他并没有分析 AO系统对 Kolmogorov

湍流的补偿残余方差与有效带宽之间的关系.针对

目前国际上尚未有适用于实际系统的带宽与大气

湍流补偿残余方差的关系,本文基于一种利用时间

功率谱 (power spectral density, PSD)反演法生成的

Kolmogorov湍流时间序列信号,模拟了基于比例积

分控制器的跟踪回路与高阶误差校正回路对各自

扰动信号的补偿过程. 经过数据拟合,分别得出了

更加精确的跟踪残余方差、高阶残余方差与修正

有效带宽的关系式. 它们是对 Tyler 和 Greenwood

提出的理想跟踪回路和高阶误差校正回路控制残

余方差与闭环带宽的关系做出的修正,使其适用于

实际跟踪回路和高阶误差校正回路. 通过利用修正

有效带宽对典型强、中、弱 Kolmogorov湍流补偿

后残余方差估计的数值仿真发现,修正有效带宽能
够更加精确地估计 AO系统对 Kolmogorov湍流的

补偿能力.

2 Kolmogorov湍流时间特性及自适应
光学系统的校正残余方差

根据 Tyler的分析 [7], Kolmogorov湍流整体倾

斜单边 PSDFT( f )在低频段满足−2/3次方关系,在

高频段满足 −11/3次方关系

FT( f ) =

 3.216sec(ς)v−1/3 f−2/3, f 6 f0,

0.044sec(ς)D−3v8/3 f−11/3, f > f0,

(rad2/Hz), (1)

其中, ς 为天顶角; D 为观测系统的口径; vn =∫
C2

n(h)v(h)
n dh, C2

n(h) 为折射率结构常数, v(h) 为

风速模型. 若折射率结构函数 C2
n(h)、横向风速 v

与高度无关,则交界频率 f0 = 0.239 v/D.

未补偿的单轴整体倾斜方差 σ2
T 为其 PSD 在

频率上的积分

σ2
T =

∫ ∞

0

1
2

FT( f )d f = 0.170(λ/D)2(D/r0)
5/3. (2)

值得一提的是,本文以后提到的倾斜方差均指单轴

整体倾斜方差. (2)式中 r0 为大气相干长度

r0 = [0.423sec(ς)k2
c

∫ L

0
C2

n(z)dz]−3/5, (3)

其中, kc = 2π/λ 为波数, λ 为观测波长. Tyler提出

在无时间延迟、闭环带宽等于误差 −3 dB带宽的

理想跟踪回路中,单轴整体倾斜残余方差 σ2
Tres满足

σ2
Tres( fTe3dB) = ( fT/ fTe3dB)

2(λ/D)2, (4)

其中, fTe3dB 为跟踪回路的误差 −3 dB 带宽, 定

义为使系统跟踪回路误差函数的频率响应

ET(j2π fTe3dB)满足如下条件的频率:

|ET(j2π fTe3dB)|2 = 1/2, (5)

fT 为 Tyler频率,满足

fT = 0.331D−1/6λ−1 sec1/2(ς)v1/2
2 , (6)

(4)式的物理意义为当理想跟踪回路的误差 −3 dB

带宽等于 Tyler频率时, 单轴整体倾斜补偿残余方

差等于衍射极限角的平方.

根据 Greenwood[8] 的分析,去掉整体倾斜部分

的 Kolmogorov湍流的 PSD为

FD( f ) =


0.132sec(ς)k2

cD4µ12/5
0 v−7/5

5/3 f 4/3 f 6 0.705D−1µ−3/5
0 v3/5

5/3,

0.0326sec(ς)k2
cv5/3 f−8/3, f > 0.705D−1µ−3/5

0 v3/5
5/3,

(7)
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其中, µn =
∫

C2
n(h)h

n dh. 未补偿的去掉整体倾斜后

波前的方差为其 PSD在频率上的积分

σ2
D =

∫ ∞

0
FD( f )d f = 0.141(D/r0)

5/3. (8)

Greenwood 提出在无时间延迟、闭环带宽等于误

差 −3 dB带宽的理想高阶误差校正回路中,波前残

余方差 σ2
Dres 满足

σ2
Dres = ( fG/ fDe3dB)

5/3, (9)

其中, fDe3dB 为高阶误差校正回路的误差 −3 dB带

宽, 定义为使系统高阶误差校正回路的误差函数

ED( j2π fDe3dB)的频率响应满足如下条件的频率:

|ED( j2π fDe3dB)|2 = 1/2, (10)

fG 为格林伍德频率,满足

fG = [0.1024k2
c sec(ς)v5/3]

3/5. (11)

(9)式的物理意义为当理想高阶误差校正回路的误

差 −3 dB带宽等于 Greenwood频率时,高阶补偿残

余方差等于 1 rad2.

由于系统的开环带宽、误差带宽与误差−3 dB

带宽可互相推导 [5], 因此为方便说明, 本文仅使用

误差−3 dB带宽作为有效带宽. 经文献 [5]分析,基

于比例积分控制器的 AO 系统高阶误差校正回路

的有效带宽 fDe3dB 满足

fDe3dB ≈ KD/[2π
√

2− (1−KDτD)2], (12)

其中, KD 和 τD 分别为高阶误差校正回路开环传递

函数总增益与等效时延.

跟踪回路的有效带宽 fTe3dB 满足

fTe3dB ≈ KT/[2π
√

2− (1−KTτT)2], (13)

其中, KT 和 τT 分别为跟踪回路开环传递函数总增

益与等效时延.

3 大气湍流的时序仿真

由于长度为 N、采样间隔为 Ts 的信号的 PSD

的幅值 |F( f )|与幅值谱 |R( f )|满足如下关系 [11]:

|F( f )|= |R( f )|2/(NTs). (14)

因此,可根据 (1), (7)和 (14)式,分别得出大气湍流

整体倾斜和高阶误差信号的幅值谱.由于信号的随

机性体现在信号的相位上,在得出的幅值谱的基础

上给信号赋予在 [0,2π] 上均匀分布的随机相位就

可以得到满足给定 PSD的随机信号的频谱,再经过

傅里叶逆变换就可以得出对应的时域随机信号 [12].
假定望远镜的主口径为 1.76 m; 观测波长为

500 nm;天顶角为 0◦;波前探测器/跟踪探测器的采

样频率为 5000 Hz;等效时间延迟为 0.4 ms (2个采

样周期);模拟的单层 Kolmogorov湍流折射率结构

常数和横向风速在传输路径上相等,传输路径长度

为 3000 m. 在表 1的各相干长度与等效横向风速条

件下, 仿真出的长度为 250000 帧的倾斜信号与高

阶误差信号的 PSD对应如图 1到图 4所示. 其中,

图 1和图 2的理论 PSD曲线由 (1)式中 FT( f )的一

半 (单轴) 计算得到; 图 3 和图 4 的理论 PSD 曲线

由 (7)式中 FD( f )计算得到.
通过图 1 至图 4 的理论和数值仿真比较结果

可知, 前文所述的 PSD 反演法得到的随机序列的

PSD与 Kolmogorov湍流 PSD符合得很好.表 1所

示的开环仿真方差与 (2)式和 (8)式估计的理论方

差也很接近.由此可知,利用时间 PSD反演法生成

的倾斜和高阶误差信号能准确模拟 Kolmogorov湍

流的时间特性.
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图 1 整体倾斜信号 PSD曲线 (V = 15 m/s)
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图 2 整体倾斜信号 PSD曲线 (V = 20 m/s)
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图 3 高阶误差信号 PSD曲线 (V = 15 m/s)
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图 4 高阶误差信号 PSD曲线 (V = 20 m/s)

表 1 Kolmogorov湍流仿真条件及开环误差理论与仿真比较

相干长 等效横向 整体倾斜理论 整体倾斜仿真 高阶误差理论 高阶误差仿真

度/cm 风速 V /(m/s) 方差/10−13 rad2 方差/10−13 rad2 方差/rad2 方差/rad2

20.50 15 4.9378 4.5780 5.0744 5.1085

20.50 20 4.9378 4.6952 5.0744 5.1082

10.92 15 14.108 13.080 14.4983 14.5958

10.92 20 14.108 13.415 14.4983 14.5984

5.15 15 49.378 45.780 50.7442 51.0854

5.15 20 49.378 46.952 50.7442 51.0818

4 自适应光学控制系统的修正有效
带宽

利用第三节的倾斜信号与高阶误差信号生成

方法,生成了满足表 1条件的倾斜信号和相位信号

各 20组. 用统计方法分析了基于比例积分控制器

的跟踪回路与高阶误差校正回路对大气湍流补偿

残余方差与误差 −3 dB 带宽的关系, 其中跟踪回

路与高阶误差校正回路的等效时延均设定为基于

CCD 探测器所具有的 2 个采样周期 [5]. 定义估计

误差系数 βT 与 βD 分别为

βT( fTe3dB) =
σ2

TSimul( fTe3dB)

σ2
Tres( fTe3dB)

, (15)

βD( fDe3dB) =
σ2

DSimul( fDe3dB)

σ2
Dres( fDe3dB)

, (16)

其中, σ2
TSimul 为数值仿真得到的平均跟踪残余方

差; σ2
Tres为利用 (4)式估计的跟踪残余方差; σ2

DSimul

为数值仿真得到的平均高阶残余方差; σ2
Dres为利用

(9)式估计的高阶残余方差.

βT 与 fTe3dB 的关系如图 5所示,利用直线拟合

以上数据得到如下结果:

βTFit( fT3dB)≈ 0.77566−0.00109 fTe3dB, (17)

βD 与 fDe3dB 的关系如图 6 所示, 利用直线拟合以

上数据得到如下结果:

βDFit( fD3dB)≈ 0.47797+0.00055 fDe3dB. (18)

根据 (4), (15)和 (17)式,若定义跟踪回路的修

正有效带宽为

fTeffective ≈
fTe3dB√

(0.77566−0.00109 fTe3dB)
, (19)

则使用修正有效带宽估计的跟踪残余方差为

σ2
Tres Modified( fTeffective)

≈( fT/ fTeffective)
2(λ/D)2. (20)

根据 (9), (16)和 (18)式,若定义高阶误差校正回路

的修正有效带宽为

fDeffective ≈
fDe3dB

(0.47797+0.00055 fDe3dB)3/5 , (21)
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则使用修正有效带宽估计的高阶残余方差为

σ2
Dres Modified( fDeffective)≈ ( fG/ fDeffective)

5/3. (22)

5 自适应光学系统校正残余误差仿真

为检验修正有效带宽对 Kolmogorov 湍流补

偿残余方差估计的准确性, 选取相干长度分别为

6.3 cm, 10.9 cm 和 17.6 cm, 等效横向风速分别为

12 m/s和 17 m/s等典型强、中、弱湍流观测条件,

继续利用 PSD反演法得到对应的整体倾斜信号及

高阶扰动信号.利用这些信号仿真得出基于比例积

分控制器的 AO系统对 Kolmogorov湍流的校正残

余方差,每种大气条件重复 5次,取平均值.结果如

图 7至图 10所示,其中,图 7和图 8中的虚线对应

Tyler理论即 (4)式的估计结果,实线对应 (20)式的

估计结果; 图 9 和图 10 中的虚线对应 Greenwood

理论即 (9)式的估计结果,实线对应 (22)式的估计

结果. 可以发现, 基于跟踪回路修正有效带宽估计

出的跟踪残余方差准确性高于根据 Tyler理论估计

的结果;基于高阶误差校正回路修正有效带宽估计

出的高阶残余方差准确性高于根据 Greenwood理

论估计的结果. 因此, 本文得出的修正有效带宽更

适合于实际的 AO系统的设计与分析.

图 5 各条件湍流下 βT 与 fTe3dB 的关系及拟合结果

图 6 各条件湍流下 βD 与 fDe3dB 的关系及拟合结果

图 7 仿真跟踪残余方差与估计跟踪残余方差比较 (V = 12
m/s)

图 8 仿真跟踪残余方差与估计跟踪残余方差比较 (V = 17
m/s)

6 结 论

本文使用 PSD反演法生成了符合 Kolmogorov

湍流时间 PSD 的倾斜信号与高阶误差信号, 并利

用这些信号模拟了基于比例积分控制器的跟踪回

路和高阶误差校正回路对湍流的校正残余方差. 针

对实际的 AO系统具有有限误差 −3 dB 带宽和时
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间延迟, 闭环带宽不等于误差 −3 dB 带宽的特点,

通过数值模拟和拟合分析,对 Tyler提出的跟踪残

余方差与闭环带宽的关系以及 Greenwood提出的

相位残余方差与闭环带宽的关系进行了修正, 得

出了修正有效带宽的表达式. 数值仿真表明, 利

用修正有效带宽可以更加精确地估计 AO 系统对

Kolmogorov 湍流的闭环补偿残余方差. 本文的结

果对 AO系统的设计和分析具有指导意义.

图 9 仿真高阶残余方差与估计高阶残余方差比较 (V = 12 m/s) 图 10 仿真高阶残余方差与估计高阶残余方差比较 (V = 17 m/s)
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Abstract
Based on the time serial signal generated by power spectrum density inversion, the closed-loop compensation residual variances

of tracking loop and high-order error correction loop with finite error rejection −3 dB bandwidth and time delay are simulated. The
data fitting results of relationships between residual variances and corresponding error rejection −3 dB bandwidths are obtained. The
system effective bandwidths are modified so as to make the estimate of residual variances more precise.
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