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局域共振复合单元声子晶体结构的
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本文提出了一种新型局域共振复合单元声子晶体结构,并结合有限元方法对结构的带隙机理及低频共振带隙

特性进行了分析和研究.共振带隙产生的频率位置由所对应的局域共振模态的固有频率决定,并且带隙宽度与局域

共振模态的品质因子及其与基体之间的耦合作用强度有关. 采用局域共振复合单元结构可以实现声子晶体的多重

共振,在低频范围能打开多条共振带隙,但受到共振单元排列方式的的影响.由于纵向和横向局域共振模态的简并,

复合单元结构能在 200 Hz以下的低频范围打开超过 60%宽度的共振带隙,最低带隙频率低至 18 Hz. 这为声子晶体

结构获得低频、超低频带隙提供了一种有效的方法.
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1 引 言

在实际生活环境中,绝大多数的振动源分布在

250 Hz以下的低频范围 [1]. 科学研究人员一般也将

频率在 20—250 Hz之间的声音定义为低频噪声 [2].

这些低频振动和噪声由于具有不易衰减,传播距离

远,穿透能力强的特点,难以控制和阻隔,对工业生

产、桥梁建筑以及人体都存在很大的危害,已经成

为环境污染的一个新特点 [2]. 特别对于 50Hz以下

的低频振动和噪声,容易引起人体肢体和器官的共

振,对人体生理和心里都会造成严重的伤害 [3]. 因

此,设计和研究控制低频振动和噪声的结构和方法

已成为人们关注和研究的热点.

弹性散射体周期排列形成的声子晶体结构,由

于具有良好的弹性波带隙及导波特性,在减振降噪

方面具有广阔的应用前景. 弹性波在声子晶体结

构中传播时, 受其内部结构的作用, 在一定频率范

围 (带隙)内被阻止传播,而在其他频率范围 (通带)

可以无损耗地传播 [4]. 研究认为,声子晶体带隙产

生的机理有两种: Bragg 散射型和局域共振型. 前

者主要是结构的周期性起着主导作用,当入射弹性

波的波长与结构的特征长度 (晶格常数)相近时,将

受到结构强烈的散射;而后者主要是单个散射体的

共振特性起主导作用. 2000 年, 刘正猷等 [5] 首次

提出了局域共振型声子晶体的概念. 他们用硅橡

胶包裹铅球按照简单立方晶格排列在环氧树脂基

体中, 进行了相应的实验. 理论和实验都证实这一

单元特征长度为 2 cm 的结构具有 400 Hz 左右的

低频带隙,比同样尺寸的 Bragg散射型声子晶体的

第一带隙频率降低了两个数量级. Liu[6] 和Wang[7]

等对局域共振带隙的产生机理及其影响因素进行

了分析, 指出可以通过改变组元的弹性常数来调

节共振带隙.但传统的局域共振结构一般只能在低

频打开很窄的共振带隙. 最近十几年, 局域共振型

声子晶体由于其优越的低频特性吸引了很多学者

的研究, 为了获得更低更宽频段的带隙, 提出了杆

状、梁状、层状、板状、膜状等结构形式的声子晶
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体 [8−16]. Ho等 [8] 基于局域共振结构原理,设计了

具有不同共振频率结构单元的宽频带声隐身材料,

能屏蔽 200—500 Hz 的声波. Pennec[11], Oudich[12]

和 Hsu[13] 等都证明了在薄板上附加周期排列的圆

柱体形成了固态亥姆赫兹共鸣器具有低频共振带

隙.刘敏等 [14] 研究了二维正方形排列圆柱状亥姆

赫兹共振腔形成的局域共振型声子晶体的低频带

隙特性. Lai[15] 和Mei[16] 等也都基于局域共振机理

设计了体和薄膜超材料, 在 100 Hz 以上的低频范

围获得了较宽的共振带隙.但目前获得的带隙频率

范围都不能满足阻隔低频振动和噪声的实际需要.

本文首先基于一种 “质量块-弹性梁”局域共振结构

分析了共振带隙的产生机理及影响因素,在此基础

上提出了新型局域共振复合单元声子晶体结构,并

结合有限元方法分析了复合单元结构的排列方式

对低频带隙特性的影响.

2 共振带隙机理及特性

组成局域共振型声子晶体的单元结构如图 1(a)
所示,方形质量块通过四根回旋折叠弹性梁连接在
外围正方形框架上. 其中晶格常数为 a, 方形质量
块边长为 b,外框和弹性梁的宽度分别为 w和 h, n

表示折叠次数 (即每根弹性折叠梁绕质量块折叠的
边数,不考虑末端连接质量块的短边). 图 1(b)给出
了单元结构的第一布里渊区. 我们采用有限元方
法来求解结构的固有频率,并沿第一布里渊区路径
M → Γ → X → M → Y → Γ 进行扫描,从而得到能
带结构. 在计算中考虑了单元结构在 x, y方向的周

期性,即设定了 Bloch周期边界条件.其中,方形质
量块材料为铅,弹性梁和外围框架都采用有机玻璃
(PMMA)制作.材料和尺寸参数分别如表 1和表 2
中结构 A所示. 计算得到结构 A的低频范围能带
图如图 2(a)所示.

图 1 局域共振声子晶体的单元结构 (a)单元结构; (b)第一布里渊区 (阴影部分)

表 1 材料参数

ρ/kg·m−3 E/GPa 泊松比 υ

铅 (Pb) 11600 40.8 0.369

有机玻璃 (PMMA) 1142 2 0.389

表 2 结构尺寸参数

a/mm b/mm w/mm h/mm n t/mm

结构 A 20 9.8 1.5 1.5 2 0.2

结构 B 20 11.6 1 0.8 3 0.2

从 图 2(a) 可 以 看 到, 该 结 构 在 420.5—

1097.5 Hz 之间形成了超宽的低频带隙. 为了说明

这一超宽低频带隙的形成机理,图 2(b)给出了带隙

附近平直带的所对应的模态. 带隙下边界 (420.5 Hz

处) 的两条平直带 A1, A2 分别对应的是由质量块 -

弹性梁组成的 “质量-弹簧”振动单元的横向和纵向

的平移共振模态. 由于振动单元结构的对称性, 横

向和纵向两种振动模式是等效的,因此两种模态在

离 Γ 点较远的倒空间范围发生了能带简并. 单元结

构在这两种平移共振模态下具有相同的动力学特

性, 质量块带动弹性梁运动, 而基体外框几乎保持

静止.这表明,基体外框可以看作刚性基础,它的存

在使内部振动模式完全被单元结构所局域化. 当这

种局域共振模态被基体外框中的振动所激发,由于

共振单元在一个方向上来回振动,它将在这个方向

上与基体外框产生力的作用,并与基体中的振动形

式相互耦合.在极低频范围 (即长波极限下),由于行
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波的波长远大于单元结构的特征长度,低频弹性波
在结构中的传播行为与在均匀介质中无异,色散关
系呈线性关系,如图 2(a)能带结构始于 Γ 点的能带
分支. 当频率接近共振单元固有频率时, 单元结构
的局域共振模式就会被激起,基体中传播的行波将
与结构局域共振模态发生强烈的耦合作用,能量不
断被交换到共振单元中而被局域化,不能继续向前
传播.在能带结构中表现为,代表行波始于 Γ 点的
能带被共振平直带截断, 从而形成了共振带隙, 如
图 2(a) 能带结构中阴影部分所示. 在共振带隙中,
由于耦合的存在,行波对基体框架的作用被单元内
部局域共振对框架的作用消弱或完全抵消,因此共
振带隙的宽度由局域共振模态的局域化程度 (即品

质因子)及其与基体之间的耦合作用决定. 当局域

共振模态的品质因子较低或与行波的耦合作用较

弱时,将不能打开带隙.对于 693.2 Hz处平直带,它

所对应的是由质量块 - 弹性梁组成的共振单元的

扭转共振模态 (如图 2(b) 模态 B 所示). 由于这条

平直带位于其他的带隙中,从而形成了一条窄的通

带.在较高频范围,如带隙上边界 1097.5 Hz处, 对

应的模态如图 2(b)中模态 C1, C2所示,质量块位移

趋于零,主要是弹性梁和外框架的振动.此时,质量

块类似于刚性边界,基体中的行波在各质量块单元

之间发生复杂的多重弹性散射,这就是周期结构的

Bragg散射.

图 2 低频范围的固有频率及模态 (a)能带结构; (b)分别是对应能带结构上 A, B, C三处的振动模态,其中红色箭头表示了位移的相
对大小和方向

根据上述对单元结构共振模态的分析,不论是
平移局域共振模态还是扭转局域共振模态,基体外
框都趋于静止, 而内部相当于一个单自由度系统,
如图 3所示局域共振单元结构的简化模型. 当振动
以弹性波的形式传播到该单元结构时,会对基体产
生力 F 的作用,而质量块 Me 的运动同样对基体产

生一个反作用力 f ,因此基体在外部激励力 F 和内

部反作用力 f 的作用下振动.当外部激励的频率与
内部局域共振单元的固有频率相近时,内部共振单
元发生共振. 由于频率相近,内部共振单元对基体
的反作用力 f 始终与外部激励力 F 反向叠加或完

全抵消, 从而使作用在基体上的合力趋于零, 这就
是局域共振模态下基体趋于静止的原因. 因此, 振
动无法在基体中传播,而能量被共振单元吸收并局

限在每个单元结构中, 从而形成带隙. 共振带隙的

频率位置由局域共振的固有频率决定,可以根据该

振动模态下提供质量部分的等效质量和提供弹性

部分的等效刚度来进行估算

f =
ω
2π

=
1

2π

√
Ke

Me
, (1)

其中 Me 为等效质量, Ke 为等效刚度. 在不同的模

态下它们代表的等效质量和弹性元件也不同.对于

扭转共振,它们分别对应相应元件的等效转动惯量

和等效扭转刚度.从表达式 (1)可知,改变相应部分

的等效质量或刚度就可以调节带隙的频率位置和

宽度.
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图 3 局域共振单元结构的简化模型

为了进一步说明基体外框的存在对振动模式

的局域化作用,我们计算和对比了当外框的宽度 w
分别为 1.5, 1.0, 0.5, 0.1时前三阶能带的平直度,在
对比平移共振模态的平直带时只取 X → M → Y 段

来对比. 对比结果分别如图 4(a), (b) 所示, 可以看

到: 随着基体外框宽度的减小, 各阶平直带的平直

度降低, 频率也随之降低; 扭转共振模态的平直带

比平移共振模态更易受到外框宽度的影响.结果表

明, 基体外框的宽度对共振模态的局域化程度 (即

品质因子)有直接影响.基体外框的宽度越小,其刚

性也越小,在内部共振单元发生共振时参与了变形.

一方面, 它使内部局域共振的能量产生 “泄露”, 从

而降低了共振模态的品质因子,在能带图上就表现

为平直带平直度越低; 另一方面, 它的变形相当于

给共振单元串联了弹簧,从而降低了局域共振模态

的固有频率.

图 4 基体外框宽度对前三阶平直带的影响 (a)平移共振模态平直带,其中带下、上三角标记曲线分别表示第一、二阶平直带; (b)扭
转共振模态平直带 (第三阶)

图 5 结构参数对共振带隙的影响 (a)弹性梁厚度; (b)弹性梁折叠次数; (c)质量块边长对结构共振带隙的影响,带上、下三角标记的
黑色曲线表示共振带隙的上下边界,不带标记的红色曲线表示带隙的总宽度; (d)结构 B在低频范围的能带图

为了深入分析共振带隙频率和宽度与结构参

数的关系,我们计算了当某一项结构参数发生改变

时结构的能带图. 图 5(a)—(c)给出了结构第一共振

带隙随弹性梁厚度和折叠次数及质量块边长的变

化曲线.由于能带图中的扭转共振平直带处于平移

共振模态打开的共振带隙中, 而且宽度较窄, 我们
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忽略了它对带隙宽度的影响. 结果表明, 增加质量
块的材料密度, 或减小弹性梁的厚度, 或增加其折
叠次数,都可以有效降低新型局域共振结构的共振
带隙频率,但带隙宽度也随之减小. 为了在 250 Hz
以下的低频范围获得较低和较宽的共振带隙,我们
确定了另外一组单元结构参数,如表 2中结构 B所
示. 计算得到的结构能带图如图 5(d) 所示. 可以
看到, 该结构在 67—229 Hz 之间打开了较宽的低
频带隙.

3 局域共振复合单元结构的低频带隙
特性

根据上述分析, 对于单质量块结构单元, 可以
简化为由质量块和弹簧组成的单自由度共振单元,
其固有频率由提供质量部分的等效质量和提供弹

性部分的等效刚度来决定. 共振带隙就是因为共
振单元的局域共振模态与基体行波的强烈耦合作

用而产生的. 但不论如何改变结构的材料和尺寸,

这样的单自由度局域共振单元的都只对应一个平

移模态和一个扭转模态的固有频率,只能打开一条

共振带隙. 由此, 我们提出了局域共振复合单元声

子晶体结构, 即在一个单元结构中排列多个由弹

性梁和质量块组成的共振单元,共振单元之间的弹

性梁相互连接,而内部的多共振单元与基体外框之

间仍保持四边每边一个连接点. 图 6(a) 所示即为

将结构 A的外框中间并排两个原共振单元形成的

双质量块局域共振复合单元结构. 图 6(b) 给出了

该长方形晶格的第一布里渊区. 沿同样的路径扫

描, 我们计算得到了该结构的能带图, 如图 6(c)所

示. 可以清楚地看到, 这样排列的结构在低频范围

打开了两条明显的共振带隙, 其中第一共振带隙

位于 299.2—348.5 Hz 之间, 第二条共振带隙位于

587.8—933.1 Hz之间,共振带隙最低频率比单质量

块局域共振单元结构降低了 45.5%.

图 6 并排双质量块单元结构及其能带结构 (a)并排双质量块单元结构; (b)第一布里渊区; (c)由并排双质量块单元结构组成的声子
晶体的能带图

从图 6(c)所示能带图可以看到,从下往上依次

在 192 Hz, 293 Hz, 299 Hz, 358 Hz, 586 Hz, 592 Hz

处出现六条完全或者部分布里渊区的平直带,这表

明在这些频率附近的行波容易激起结构内部的局

域共振模态. 图 7(a)—(f)分别给出了它们在高对称

点 M 点的局域振动模态, 分别对应双质量块的纵

向局域共振模态 (L)、横向局域共振模态 (T)、反

向局域共振模态 (N1, N2)和扭转局域共振模态 (R1,

R2). 由于结构的各向异性, 纵向局域共振的频率

比横向低很多, 从而消除了它们的简并. 当基体行

波的频率接近纵向局域共振的固有频率 192 Hz时,

结构纵向局域共振模态将与基体中的纵波成分发

生强烈耦合,而与横波成分耦合很小. 这时基体中

的纵波成分虽然被禁止传播,但横波成分仍然能够

134302-5



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 13 (2013) 134302

穿过结构继续向前传播,因此结构在高于纵向而低
于横向局域共振模态的固有频率之间的频段,只支
持横波在结构中传播, 不能打开完全带隙. 对于横
向局域共振模态 T与反向局域共振模态 N1、扭转

局域共振模态 R1 与 R2,由于它们的固有频率非常
相近, 甚至在某些区域趋于简并, 很容易同时被基
体行波所激起. 因此, 在高对称点之间它们通常以
两种模态的耦合形式存在,这也取决于两种共振模
态的品质因子. 图 7(g) 给出了 Γ X 方向上靠近 Γ
点 TN11 处的共振模态,可以看出,它即是横向局域
共振模态 T与反向局域共振模态 N1 的耦合叠加形

式, 由于两种局域共振模态的品质因子相当, 它们
的叠加使左侧质量块位移增大,而右侧质量块的位
移相互抵消趋于零. 当远离 Γ 点时,简约波矢增大,
基体行波更易激起特征长度较短的横向局域共振

模态, 这时叠加模态将以横向振动为主, 如图 7(h)
所示的 TN12 点的模态. 这种叠加形式的局域共振
模态将与基体行波存在更强烈的耦合作用,进而打
开较宽的共振带隙,如图 6(c)中阴影部分所示. 而
对于反向局域共振模态 N2, 由于它的固有频率接
近高对称点 Γ 处的模态 P, 而模态 P 分支是一种

局域扭转共振模态与基体行波同时存在的模态,它

们的耦合不能阻止行波的传播,因此不能打开共振

带隙.

根据上述对局域共振复合单元结构打开多条

共振带隙的机理的分析,增加基体外框所包含的质

量块 -弹性梁共振单元的数目,将会使结构拥有更

多的局域共振模态, 从而打开更多的共振带隙. 在

发生局域共振时,基体外框同样可以近似为刚性基

础, 内部就相当于多自由度系统, 因此在频域具有

多个共振峰. 当然打开共振带隙的频率位置和宽度

仍然与局域共振模态与基体外框的耦合作用强度

有关, 还受到质量块的排列方式的影响. 为了进一

步深入分析这些因素对低频共振带隙的影响,并获

得宽度较宽、频率更低的共振带隙,我们在结构 B

中引入复合共振单元. 计算了外框包围 1×2, 1×3,

1× 4, 2× 2, 2× 3, 3× 3 排列形式的多个共振单元

组成的声子晶体结构的能带图, 并与单质量块局

域共振单元结构进行了对比,低频范围 (250 Hz以

下)带隙频率范围柱形图和宽度变化曲线如图 8(a)

所示.

图 7 双质量块局域多共振单元结构振动模态 (其中红色箭头表示位移的方向和相对大小) (a)—(f)是分别对应于图 5(c)能带图前六
阶平直带在 M点的振动模态; (g), (h)是横向局域共振模态 T与反向局域共振模态 N1 的耦合叠加形式; (i)是局域扭转共振模态与基体
行波同时存在的模态
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图 8 不同排列形式局域多共振单元结构的带隙频率和宽度比

较 (a) 1×1, 1×2, 1×3, 1×4, 2×2, 2×3, 3×3排列形式多核
结构在低频范围的共振带隙频率位置及宽度对比,其中灰色阴
影表示共振带隙的范围,黑色曲线表示 250 Hz以下低频范围的
带隙总宽度变化趋势; (b) 3× 3排列的四质量块局域多共振单
元结构组成的声子晶体的能带图,红色线框为局部放大图

根据图 8(a) 中带隙频率和宽度随结构形式的
变化趋势,对比质量块 -弹性梁共振单元在纵向排
列的情况可知: 当质量块在纵向排列的个数增多
时, 共振带隙下边界频率先降低后增大, 上边界频
率一直降低, 带隙总宽度随之变窄. 根据对图 5(a)
所示双质量块局域共振复合单元结构的研究可知,
第一共振带隙的下边界由横向局域共振模态所决

定. 因此,随着质量块纵向排列个数的增多,单元结
构的长宽比增大,单元结构纵向局域共振模态的固
有频率比横向的降低得快得多. 而当长宽比过大
时, 横向振动的所有质量块并不能保持一致运动,
这时横向局域共振模态的固有频率不会继续降低,
它与基体外框之间的耦合作用也变弱,因此由其决
定的共振带隙频率停止下降甚至消失. 对比 2× 2
和 2×3两种排列形式的局域共振复合单元结构的
共振带隙,也有类似的结果.对比 1× 4和 2× 2两

种排列形式的局域共振复合单元结构的共振带隙

可知: 当纵向和横向排列的质量块个数相同时, 结
构具有更低和更宽的低频共振带隙.这是因为这种
情况下单元结构在两个方向上是等效的,纵向与横
向局域共振模态趋于简并, 固有频率同步降低. 这
种简并态也同时增强了它与基体行波之间的耦合

作用, 从而能打开的更低更宽的共振带隙. 从图中
可以看出, 2×2排列形式的局域多共振单元结构在
200 Hz以下的带隙总宽度将近 150 Hz,最低带隙频
率为 31 Hz, 这与单质量块局域共振单元结构的最
低带隙频率相比,带隙宽度只降低了 9.3%,而最低
带隙频率降低了 53.7%. 对于 3× 3 排列形式的局
域多共振单元结构,图 8(b)给出了该局域多共振单
元结构组成的声子晶体的能带图. 这种形式的结构
在 100 Hz 以下就具有高达 27 阶固有频率及其相
应的局域共振模态,它们与基体行波的耦合在低频
范围产生了多条共振带隙.由于各局域共振模态的
固有频率都很接近,打开的共振带隙基本上连成一
片,在 200 Hz以下的带隙总宽度达 121 Hz,最低共
振带隙低至 18 Hz. 这种复合单元结构,其最低共振
带隙是由六个质量块整体发生局域共振的模态决

定的,因此具有很低的第一阶固有频率.而且,纵向
和横向排列了相同个数的质量块,决定最低带隙频
率的纵向和横向局域共振模态是简并的 (如图 8(b)
局部放大图所示),从而能打开很低的共振带隙.

4 结 论

本文提出了一种新型局域共振声子晶体结构,
并对局域共振带隙的产生机理进行了详细的分析,
明确了决定低频共振带隙的频率位置和宽度的因

素.共振带隙的频率位置由所对应的局域共振模态
的固有频率决定,而带隙宽度与局域共振模态的品
质因子及其与基体之间的耦合作用强度有关. 通
过改变结构参数,可以调节局域共振模态的固有频
率,使共振带隙最低频率降低至 100 Hz以下. 在此
基础上, 本文发展了局域共振复合单元结构, 通过
增加基体外框包含的质量块 - 弹性梁共振单元的
个数, 实现了声子晶体结构的多重共振. 通过对局
域共振复合单元结构的低频共振带隙的分析和比

较,证实了采用局域共振复合单元结构不断大幅度
降低了原有带隙的频率,而且能在低频范围打开多
条共振带隙.打开共振带隙的频率位置和宽度不仅
与局域共振模态的品质因子和它与基体之间的耦
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合作用强度有关,还取决于多共振单元在基体外框
中的排列形式. 共振单元在纵向和横向排列的个数
相同时,结构的纵向和横向局域共振模态发生简并,
有利于打开更低的共振带隙.局域共振复合单元结
构在 200 Hz以下的低频范围打开超过 60%宽度的

共振带隙,最低带隙频率低至 18 Hz. 所提出的新型
局域共振声子晶体结构,为获得低频、超低频带隙
提供了一种有效的方法,在低频减振降噪方面有潜
在的应用前景.
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Abstract
In this paper, a novel locally resonant structure with composite units is proposed. Formation mechanisms and low-frequency

characteristics of the band gaps in the proposed structure are investigated using finite element methods. Frequency positions of band
gaps depend on natural frequencies of the corresponding locally resonant modes. And the gap width is related to both the Q factor
of the locally resonant modes and the interaction strength in-between the locally resonant structural units. Phononic crystal structures
with composite units exhibit multiple resonances and band gaps in low-frequency range, depending on the arrangement of locally
resonant units. Due to the mode degeneracy of the vertical and horizontal local resonances, the composite structures possess band gaps
below 200Hz with the total gap width more than 60% and the lowest frequency down to 18Hz. The structures and results provide a
new effective method for phononic crystal structures to obtain broadband gaps in low-frequency range.
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