
物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 62, No. 13 (2013) 134303

超声波作用下泡群的共振声响应*
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从球状泡群气泡动力学方程出发,考虑泡群间次级声辐射的影响,得到了声场中两泡群共同存在时气泡振动的

动力学方程,并以此为基础探讨声波驱动下双泡群振动系统的共振响应特征. 由于泡群间气泡间的相互作用,系统

存在低频共振和高频共振现象,两不同共振频率的数值与泡群内气泡的本征频率相关.泡群内气泡的本征频率又受

到初始半径、泡群大小和泡群内气泡数量的影响.气泡自由振动和驱动声波的耦合激起泡群内气泡的受迫振动,气

泡初始半径、气泡数密度和驱动声波频率等都会影响泡群内气泡的振动幅值和初相位.
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1 引 言

超声波换能器连接变幅杆能够在液体内激发

较高强度的声波, 从而引起较为剧烈的空化效应,

能够达到粉碎细胞、增强物质传输和化学反应等

效果.随着强超声波从变幅杆辐射面发出,大量的

气泡也出现在辐射面附近,并在强声波的作用下在

液体中扩散形成局部振荡的泡群 [1−3]. 声场中气泡

除受源声场影响之外,气泡本身的运动也可能在声

场中引起次级声辐射并影响邻近气泡的运动和液

体内的声场分布 [4−8]. 气泡间的相互作用影响彼此

的振动形态和声场内气泡的分布状态.

自空化现象被发现以来,气泡动力学的研究逐

步从单气泡动力学过渡到双泡和多泡动力学 [9−13],

人们为探索气泡在声波作用下的动力学特征以及

对声能量利用效率的影响做出了大量的有效的工

作 [14−18], 但空化机理仍然处在探索之中. 多泡系

统内声波的传播特性, 气泡的动力学特性, 气泡的

耦合运动特征等仍有待进一步研究.本文将在球状

泡群耦合动力学方程的基础上,引入不同泡群间气

泡相互作用的影响,建立泡群耦合振动动力学方程,

并以此为基础研究一定强度超声波作用下不同泡

群内气泡的共振声响应特征.

2 基本方程

2.1 泡群内气泡的动力学方程

液体中超声波作用下的振动气泡将在介质

中形成次级声辐射, 其在介质中产生的附加压

力为 [14]

pad =
ρ
r

d
dt
(R2Ṙ), (1)

式中 R为振动气泡的瞬时半径, r 为介质中点到气

泡中心的距离, ρ 为介质密度. 多泡系统中气泡的

运动将受到周围气泡的次级声辐射影响,因此, 有

相互作用的气泡间将形成耦合振动系统.在单气泡

动力学方程的基础上引入相互作用项后可得到描

述多泡系统内气泡运动的动力学方程 [11]. 在我们

的模型中将考虑两相互作用的泡群内气泡的共振

声响应,其动力学方程可表示为(
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c
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=
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ȧ j
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p jb

ρ
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a j

ρc
d p jb

dt
−

p jint

ρ
, (2)

式中 a j 表示第 j( j = 1,2)个泡群中气泡的瞬时半

径, M j =
N ja j

r jclust

(
1−

r2
j

3r2
jclust

)
, c为液体中的声速, r j

为该运动气泡在气泡总数 N j、半径为 r jclust的泡群

内的相对位置 [11];压力 p jb 可表示为

p jb =

(
p0 +

2σ
a j0

)(
a j0

a

)3κ
− 2σ

a j
−

4η ȧ j

a j
− p0

− pa sinωt, ( j = 1,2), (3)

式中 p0 为流体静压力, σ 和 η 分别为液体的表面
张力系数和黏度系数; a j0 为气泡环境半径, κ 为气
体多方指数; pa和 ω = 2π f 分别为驱动声波压力和

频率.从方程 (2)可以看出,气泡在泡群中的位置不

同,其运动不同,对于较小泡群而言,这种差别非常

小,几乎可以忽略,因此,我们将用处于泡群中心的

振动气泡代表整个泡群内气泡的运动.若两个泡群

中心距离为 L且有 L ≫ a j,则与不同泡群内气泡相

互作用有关的附加压力可近似表示为
p jint

ρ
=

N3− j

L
d
dt
(a2

3− jȧ3− j). (4)

2.2 系统共振频率

假定所有气泡均在外声场的驱动下做小振幅

振动.令

a j = a j0(1+ x j), ( j = 1,2), (5)

式中 x j 为无量纲气泡 j 泡壁的振动位移且有

x j ≪ 1. (5)式代入 (2)式,约去 x j 的高阶小量后有

ẍ j +ϖ jẍ3− j +b j ẋ j +ω2
j x j =−p ja sinωt, (6)

式中各参量的表达式为

ϖ j =
N3− ja3

(3− j)0

Lm j
,

b j =
a j0

ρcm j

(
3κ p0 +(3κ −1)

2σ
a j0

)
+

4η
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,

ω j =

√
1

ρm j

(
3κ p0 +(3κ −1)

2σ
a j0

)
,

p ja =
pa

ρm j
,

m j =

(
1+

N ja j0

r jclust

)N ja3
j0

r jclust
+

4ηa j0

ρc
.

忽略系统振动阻尼的影响,其线性共振频率 ω0 满

足特征方程∣∣∣∣∣∣ ω2
0 −ω2

1 ϖ1ω2
0

ϖ2ω2
0 ω2

0 −ω2
2

∣∣∣∣∣∣= 0. (7)

由此可得系统共振频率为

(ω0)1,2

=

√√√√ω2
1 +ω2

2 ±
√
(ω2

1 −ω2
2 )

2 +4ω2
1 ω2

2 ϖ1ϖ2

2(1−ϖ1ϖ2)
, (8)

故当驱动声波频率等于 (8)式中的 (ω0)1 或 (ω0)2,

体系将处于共振状态.

2.3 气泡的声响应

在外部声场 −p ja sinωt 的驱动下,两泡群中心

处气泡的稳态受迫振动方程为

x j = x ja sin(ωt +α j), (9)

式中 x ja 和 α j 为气泡的振动幅值和初相位. 将 (9)

式代入 (6)式,忽略含 b j 的三次方以上的项后,得

x1a =
|p1a(ω2 −ω2

2 )− p2aω2ϖ1|√
ω2[b2

2(ω2 −ω2
1 )

2 +b2
1(ω2 −ω2

2 )
2 +2b1b2ω4ϖ1ϖ2]+ [(ω2 −ω2

1 )(ω2 −ω2
2 )−ω4ϖ1ϖ2]2

, (10)

x2a =
|p2a(ω2 −ω2

1 )− p1aω2ϖ2|√
ω2[b2

2(ω2 −ω2
1 )

2 +b2
1(ω2 −ω2

2 )
2 +2b1b2ω4ϖ1ϖ2]+ [(ω2 −ω2

1 )(ω2 −ω2
2 )−ω4ϖ1ϖ2]2

, (11)

tanα1 =
ωb2 p1a

p2aω2ϖ1 − p1a(ω2 −ω2
2 )

− ωb2(ω2 −ω2
1 )+ωb1(ω2 −ω2

2 )

ω4ϖ1ϖ2 − (ω2 −ω2
1 )(ω2 −ω2

2 )
, (12)
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tanα2 =
ωb1 p2a

p1aω2ϖ2 − p2a(ω2 −ω2
1 )

− ωb2(ω2 −ω2
1 )+ωb1(ω2 −ω2

2 )

ω4ϖ1ϖ2 − (ω2 −ω2
1 )(ω2 −ω2

2 )
. (13)

(10)—(13)式表明两泡群内气泡的径向振动位

移和初相位均受到泡群内以及泡群间的气泡相互

作用影响.

3 数值分析

一般情况下, 较高强度的超声波作用于液体

将在液体内激起泡群内气泡的耦合振动, 不同泡

群所包含的气泡的平衡半径不同, 甚至处在同一

泡群内的不同气泡的平衡半径也会有所不同. 气

泡同时受到泡群内和泡群外的气泡的次级声辐射

的影响, 决定其声响应状态的影响因素繁多. 在

下面的数值计算中, 我们将考察包含气泡平衡半

径、泡群内气泡含量, 泡群间距离、声驱动频率

和幅值等对气泡振动状态的影响. 取驱动声压的

声压幅值为 1.3×105 Pa,频率为 26 kHz,液体密度

ρ = 998 kg/m3,液体粘滞系数 η = 0.001 Pa·s,液体

的表面张力为 σ = 0.0725 N/m,泡内气体多方指数

κ = 1.4,两个泡群中心距离 L = 1 mm.

当 N1 = N2 = 100, r1clust = 0.5 mm, r2clust =

0.3 mm, a10 = 5 µm 时, 泡群 2 内气泡初始半径

对系统共振频率的影响如图 1 所示. 系统的共振

频率决定于两气泡群内气泡各自的本征频率. 由

于气泡群 1内的气泡初始半径保持不变,故 ω1 保

持恒定;随 a20 的增加, ω2 减小. 当 a20 = 2.775 µm

时, 两泡群内中心位置处气泡的本征频率相等, 即

ω1 = ω2. 当 a20 < 2.775 µm时, ω2 > ω1,系统共振

频率的高频成分 (ω0)1 的变化趋势接近于 ω2;但当

a20 > 2.775 µm时, ω2 <ω1,系统共振频率的低频成

分 (ω0)2 的变化趋势接近于 ω2; 在 a20 = 2.775 µm

附近,系统共振频率的低频成分和高频成分之间的

差值变小,但不为零,即由于气泡间的相互作用,系

统统共振频率的低频成分和高频成分客观存在,从

而导致系统的共振响应频带变宽. 图 2 给出了当

a10 = a20 = 5 µm时 (其他参数同图 1),泡群 1内气

泡初数量 N1 对系统共振频率的影响.当 N1 = 385

时, 两泡群内中心位置处气泡的本征频率相等, 即

ω1 = ω2;随着 N1的增加, ω1减小,表明泡群内的气

泡数密度越大,气泡的本征频率越低.

图 1 气泡初始半径对系统共振频率的影响 (a10 = 5 µm)

图 2 气泡数对系统共振频率的影响 (a10 = a20 = 5 µm)

当 N1 = N2 = 100, r1clust = 0.5 mm, r2clust =

0.3 mm, a10 = 5 µm时,泡群 2内气泡初始半径对系

统内振动气泡的声响应幅值和初相位的影响如图 3

所示. 当 a20 < 19 µm时,随着气泡初始半径的增加,

两泡群内气泡的受迫振动幅值均增加;但当 a20 从

左侧趋近于 19 µm时,泡群 1和 2内中心处的气泡

均接近共振状态,而当 a20 从右侧稍偏离 19 µm时,

泡群 1 内中心处的气泡振动受到抑制, 其振幅趋

近于零;在 a20 > 19 µm的范围内,泡群 1内中心处

的气泡振动幅值又逐渐增加并趋于一稳定值 0.05.

在整个 a20 取值范围内,气泡振动的初相位的变化

规律可总结为:在 a20 < 19 µm和 a20 > 19 µm内的

非共振区内, 气泡的振动初相位为零和 −π, 而在

a20 = 19 µm的邻域内,当气泡都共振时,其初相位

趋近于 −π/2; 当泡群 1内中心处气泡的振动被抑

制时,其初相位从第三象限趋近于 −π并在此微小
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范围内有起伏变化,而在气泡的振动幅值回升的微

小区间内,其初相位又趋近于 −π/2并逐步过渡到

零;在泡群 2内中心处气泡的振动从共振到一般响

应的过渡区内,其初相位从 −π/2逐步趋近于 −π.

气泡受迫振动的初相位的变化决定了驱动声波对

振动气泡的作用特征,若二者相位差为 −π/2,驱动

声波和气泡振动速度几乎同相位,始终对气泡做正

功,气泡处于共振状态.

当 N2 = 100, r1clust = 0.5 mm, r2clust = 0.3 mm,

a10 = 5 µm, a20 = 3 µm时,泡群 1内气泡数量 N1对

系统内振动气泡的声响应幅值和初相位的影响如

图 4 所示. 当泡群 1 内气泡数量 N1 接近 5500 时,

其中心处气泡处于共振状态, 在此共振区内,当气

泡数落在泡群 1内气泡共振峰左侧时,二者几乎同

时共振,而在共振峰右侧极小区域内泡群 2的振动

受到较强的抑制.振动相位的变化和图 3观察到的

变化特征相同.因此, 无论是泡群内气泡数量变化

还是气泡初始半径变化,都将影响系统的共振响应

状态,而在共振区内某泡群的微小变化将可能导致

邻近区域内的泡群振动受到抑制.

图 5 和图 6 给出了气泡初始半径分别为

a10 = 5 µm, a20 = 3 µm 和 a10 = a20 = 5 µm 两种

情况下驱动声波频率对气泡振动幅值和初相位的

影响 (其他参数同图 1). 在 0—5 MHz 的频率范围

内,泡群 1和 2内气泡均出现两个共振峰且共振峰

出现的位置相同,表明二者同时达到共振状态. 比

较图 5和图 6,两共振峰之间所夹的频率范围不同,

两泡群内气泡的初始半径均为 5 µm时, 共振峰之

间频率间隔较大;在较低共振频率 (约为 350 kHz)

处,泡群 1内气泡振动幅值低于泡群 2内气泡振动

幅值,表明泡群 1内气泡振动受到一定程度的抑制;

在较低共振频率 (约为 1.05 MHz) 处, 泡群 1 内气

泡振动幅值高于泡群 2内气泡振动幅值,这表明泡

群 2内气泡振动受到一定程度的抑制.不同共振峰

处响应幅值不同的原因在于系统共振频率和两泡

群各自的本征频率之间的耦合程度有关.

图 3 气泡初始半径对气泡振动幅值和相位的影响 (a10 = 5 µm) (a)泡群 1气泡振幅; (b)泡群 1气泡相位; (c)泡群 2气泡振幅; (d)泡
群 2气泡相位
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图 4 气泡数量对气泡振动幅值和初相位的影响 (a10 = 5 µm, a20 = 3 µm) (a)泡群 1气泡振幅; (b)泡群 2气泡振幅; (c)泡群 1气泡相
位; (d)泡群 2气泡相位

图 5 驱动声波频率对气泡振动幅值和初相位的影响 (a10 = 5 µm, a20 = 3 µm) (a)泡群 1气泡振幅; (b)泡群 2气泡振幅; (c)泡群 1气
泡相位; (d)泡群 2气泡相位
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图 6 驱动声波频率对气泡振动幅值和初相位的影响 (a10 = a20 = 5 µm) (a)泡群 1气泡振幅; (b)泡群 2气泡振幅; (c)泡群 1气泡相
位; (d)泡群 2气泡相位

4 结 论

从球状泡群气泡动力学方程出发,考虑泡群间

次级声辐射的影响,得到了声场中两泡群共同存在

时气泡振动的动力学方程, 并以此为基础分析声

波驱动下双泡群振动系统的共振响应特征. 系统

的共振频率受到两泡群本征频率和二者间的相互

作用因子 (ϖ1 和 ϖ2)的影响.泡群内气泡的本征频

率又受到初始半径、泡群大小和泡群内气泡数量

的影响.气泡自由振动和驱动声波的耦合激起泡群

内气泡的受迫振动,其振动幅值和初相位受到气泡

初始半径、气泡数密度和驱动声波频率等多种因

素影响.

声波作用下的泡群运动可在液体中引起很多

复杂的物理化学效应,多泡空化区域为高强度超声

能量液体应用提供反应场所,多泡声致发光、声化

学反应和超声提取等都与多泡环境下气泡的动力

学行为密切相关,因此, 本文的研究结论将对高强

度超声波的高效应用具有较强的指导意义.
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Study of resonance sound response for bubble cluster
in ultrasonic field∗

Hu Jing Lin Shu-Yu† Wang Ceng-Hui Li Jin
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Abstract
Taking into consideration the influence of bubble cluster secondary sound radiation, the dynamic equation of spherical bubble

clusters is obtained for two bubble clusters co-existing in the same ultrasonic field. Based on the original dynamic equation, the
resonance response characteristics of the two-bubble-cluster oscillation system in ultrasonic field are discussed. Results showed that
there are two resonance frequencies in this system, that is, low resonance frequency and high resonance frequency, due to the interaction
between oscillating bubbles in the bubble cluster, and the two resonance frequencies are related with the bubble’s eigenfrequency. The
eigenfrequency of the bubbles is related to the bubble cluster’s initial radius, bubble cluster’s size and the number of bubbles. The
coupling between bubble free vibration and driving acoustic may arouse the bubble’s forced vibration, whose amplitude and initial
phase are related to the bubble initial radius, bubble number density and driving sonic frequency.

Keywords: bubble cluster, resonance, acoustic response, ultrasonic cavitation
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