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微、纳米尺度下圆盘火积耗散率最小构形优化*
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基于构形理论,以火积耗散率最小为优化目标,在微、纳米尺度下对圆盘导热问题进行构形优化,得到尺寸效应影

响下的无量纲当量热阻最小的圆盘构造体最优构形. 结果表明: 在微、纳米尺度下,尺寸效应影响下的圆盘构造体

最优构形与无尺寸效应影响时的圆盘构造体最优构形有明显区别.存在最佳无量纲高导热材料通道长度使无量纲

当量热阻取得最小值;随着扇形单元体数目的增大,最小无量纲当量热阻先减小后增大,存在最佳的扇形单元体数

目使得无量纲当量热阻取得双重最小值,这与常规尺度下圆盘构造体相应的性能特性明显不同. 火积耗散率最小的圆

盘构造体火积耗散率比最大温差最小的构造体火积耗散率降低了 7.31%,也即圆盘构造体的平均传热温差降低了 7.31%.

微、纳米尺度下基于火积耗散率最小的圆盘构造体最优构形能够降低圆盘构造体的平均传热温差,同时有助于提高

其整体传热性能.本文工作有助于进一步拓展火积耗散极值原理的应用范围.
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1 引 言

为解决电子器件的冷却问题, Bejan 首先应用

构形理论 [1−3] 以最大温差最小为优化目标对矩形

构造体 [4] 进行了构形优化. 此后,许多学者应用这

一理论对 “体-点” 导热问题进行了相关研究 [5−8].

与此同时,构形理论也被引入到圆盘导热问题的优

化中. Rocha等 [9] 以最大温差最小为优化目标研究

了 “盘点” 导热问题, 得到了辐射状和树状高导热

材料的圆盘构造体最优构形. 此后, Rocha 等 [10]、

Xiao 等 [11,12] 分别用有限元计算方法、火积耗散极

值原理、释放构造体约束等方法对文献 [9]的 “盘

点” 导热模型重新进行了构形优化,得到了导热性

能最优的圆盘构造体最优构形. da Silva等 [13] 通过

从圆周向圆心布置高导热材料的方式,对圆心处不

能添加高导热材料的圆盘构造体进行了构形优化,

降低了圆盘构造体的极限温度. Chen等 [14] 进一步

以火积耗散率最小为优化目标,对文献 [13]的圆盘构

造体重新进行了构形优化,得到了整体导热性能最

优的圆盘构造体最优构形.

相对于常规尺度的传热问题, 微尺度传热问

题是另一类重要问题 [15−20]. 在 “体点” 导热构形

问题的研究中, Gosselin和 Bejan[20] 考虑了微、纳

米尺度下尺寸效应对高导热材料导热性能的影

响, 以最大温差最小为优化目标在微、纳米尺度

下对矩形 “体点” 导热问题 [4] 重新进行了构形优

化,得到了微、纳米尺度下新的矩形构造体最优构

形. 然而最大温差最小目标仅能反映 “体点” 内最

大热阻的最小值, 并不能反映 “体点” 的平均散热

性能. 过增元等 [21,22] 提出了新的物理量 “火积” (文

献 [23]曾称之为热量传递势容)和 “火积耗散极值原

理”, 基于火积耗散定义了多维导热问题中反映平均

散热性能的当量热阻,并从导热机理、电热模拟试

验等角度 [24−26] 对火积的物理意义作了进一步地阐

述,此后许多学者基于火积理论对各种传热传质问题

进行了分析和优化 [7,8,11,14,27−41], 得到了不同于熵

产理论 [42−44] 的新结论. 在微尺度传热方面, Feng

等 [39] 将火积耗散极值原理引入到微、纳米尺度下的

“体点”导热构形优化问题中,得到了不同于常规尺
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度下的矩形和三角形构造体最优构形,提高了构造

体整体导热性能.本文将在文献 [13, 14]的基础上,

以火积耗散率最小为目标,在微、纳米尺度下对圆盘

导热问题重新进行构形优化,得到尺寸效应影响下

的圆盘构造体最优构形,并比较不同目标下圆盘构

造体的最优构形.

2 火积耗散的定义 [21]

文献 [21]中定义了一物体所具有的热量传递

的总能力—–物理量火积(Evh)

Evh =
1
2

QvhUh =
1
2

QvhT, (1)

式中, Qvh = McvT 为物体的定容热容量, Uh或 T 是

温度,即热势. 由此得到了单位时间单位体积内火积

的耗散,称为火积耗散函数

Ėhφ =−q̇ ·∇T, (2)

式中, q̇为热流密度矢量, ∇T 是温度梯度.

“体点” 导热问题中, 整个体积中的火积耗散率

Ėvhφ 为

Ėvhφ =
∫

v
Ėhφ dv, (3)

式中, v为控制体的体积.

在此基础之上,可得到给定热流边界条件的多

维导热问题,物体的当量热阻 Rh 为

Rh = Ėvhφ/Q̇2
h, (4)

式中, Q̇h 是热流. 则多维导热问题的平均温差可以

表示为

∆T̄ = RhQ̇h. (5)

3 圆盘构造体导热模型

如图 1所示 [13],圆盘区域内 (半径为 R,热导率

为 k0, 厚度为W )各点均匀产热 (产热率 q′′′), 热流

汇聚到 N 根高导热材料通道中 (长为 L,宽为 D,导

热系数为 kx, kx ≫ k0),最后从圆周侧的通道末端流

出 (温度 Tmin).

根据高导热材料的分布, R圆盘可分成 N 个等

份扇形 (如图 2 所示), 每个扇形顶角为 θ = 2π/N.

除圆周侧高导热材料通道的末端外, 扇形径向边

界 (虚线) 和圆弧边界都是绝热的. 高导热材料占

比 φ 定义为高导热材料总量占整个圆盘的比例,即

φ = DLN/(πR2). 假设 N ≫ 1 且 φ ≪ 1, 则每个扇

形可近似为一个等腰的三角形单元体.如图 2所示,

三角形单元体可以分成两部分,接近圆心的不含高

导热通道的楔形前端末梢和含高导热通道的梯形

区域.

图 1 圆盘导热模型 [13]

楔形前端末梢部分的火积 耗散率 Ėvhφ,tip 由楔

形前端末梢部分热流率 q̇tip 内部流动的火积 耗散率

Ėvhφ,tip0和 q̇tip流经高导热通道的火积耗散率 Ėvhφ,tip1

两部分组成.

由文献 [14] 可知, 楔形区域内的温度分布

和火积耗散率分别为

T (r)−T0 =
q′′′

4k0
[(R−L)2 − r2], (6)

Ėvhφ,tip0 =
∫ R−L

0
θWq′′′[T (r)−T0]rdr

=
q′′′2W (R−L)4θ

16k0
. (7)

接近圆心的不含高导热通道的楔形前端末梢

部分的热流率 qtip 为

qtip = q′′′
θ
2
(R−L)2W. (8)

当 N ≫ 1, kx ≫ k0 且 φ ≪ 1时,梯形区域足够

细长,则梯形区域内 k0材料中热流方向可认为平行

于 y轴, 高导热通道中的热流方向可认为平行于 r

轴. 在不考虑高导热通道导热系数随其长度变化的

情况下,导热通道中的一维导热微分方程为

d
dr

(
− kxDW

dT
dr

)
= q′′′W [θ(R−L+ r)], (9)

其边界条件为

− kxDW
dT
dr

|r=0 = qtip, (10)
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T = Tmin, r = L. (11)

由 (9)—(11)式可得

T (r)−Tmin =
q′′′θ
kxD

[
(R−L)(L2 − r2)

2
+

L3 − r3

6

+
(R−L)2(L− r)

2

]
. (12)

当 r = 0时,有

Th −Tmin =
q′′′Lθ(L2 −3LR+3R2)

6Dkx
. (13)

当高导热材料通道宽度微细到微、纳米级别

之后,高导热材料的导热系数会因通道内的尺寸效

应而发生改变.文献 [20]用 (14)式所示的模型来反

映尺寸效应下高导热材料导热系数的变化

kx

kb
=


D
λ
, (D 6 λ ),

1, (D > λ ),
(14)

式中, λ 为高导热材料通道产生尺寸效应的临界
点 (10—100 nm),且不考虑高导热通道导热系数在

长度方向上的变化. 当高导热材料通道宽度 D 很

大时, 高导热材料导热系数为 kb(常数); 当高导热

材料通道宽度 D 小于等于极限值 λ 时, 高导热材

料导热系数将受到尺寸效应的影响, 其大小与宽

度 D有关. 考虑高导热材料通道宽度 D 6 λ ,此时

尺寸效应影响下的 D通道高导热材料导热系数为

kx = kbD/λ .

楔形前端末梢部分的热流率 qtip流过高导热通

道的火积 耗散率 Ėvhφ,tip1 为

Ėvhφ,tip1 = qtip(Th −Tmin)

=
q′′′2WLθ 2Rλ̃ (R−L)2(L2 −3LR+3R2)

12D2kb
, (15)

式中, λ̃ = λ/R.

当梯形区域内 k0 材料中热流方向平行于 y轴

时,梯形区域内 k0 材料的导热微分方程为

∂ 2T
∂y2 +

q′′′

k0
= 0, (16)

其边界条件为

T = T (r), y = 0, (17)

∂T
∂y

= 0, y =
θ(R−L+ r)

2
. (18)

由 (12), (16)—(18)可得梯形区域的温差分布为

T (r,y)−Tmin

=− q′′′

2k0
y2 +

q′′′

2k0
θ(R−L+ r)y+

q′′′θ
kxD

×
[

L3 − r3

6
+

(R−L)(L2 − r2)

2

+
(R−L)2(L− r)

2

]
, (19)

则梯形区域的火积 耗散率为

Ėvhφ,trap

=2W
∫ L

0

∫ θ(R−L+r)
2

0
q′′′[T (r,y)−Tmin]drdy

=
Lq′′′2Wθ 2

240D2k0kb
[4k0LRλ̃ (10L2R−2L3 −20LR2 +15R3)

−5D2kbθ(L3 −4L2R+6LR2 −4R3)]. (20)

由 (7), (15)和 (20)式可得整个圆盘的火积 耗散

率为

Ėvhφ,disc

=
2π
θ
(Ėvhφ,tip0 + Ėvhφ,tip1 + Ėvhφ,trap)

=
πq′′′2W

120D2k0kb

{
−5D2kb[−3R4 +L4(−3+θ 2)

−4L3R(−3+θ 2)+6L2R2(θ 2 −3)

−4LR3(θ 2 −3)]+12k0LRθλ̃ (L4 −5L3R

+10L2R2 −10LR3 +5R4)
}
. (21)

由 (4)式可得圆盘当量热阻为

Rn
h =

Ėvhφ,disc

(q′′′πR2W )2 , (22)

式中, 上标 “n” 表示 D 6 λ 时, D 高导热材料

通道存在尺度效应影响的结果. 将 θ = 2π/N,

D = πφR2/(NL) 和 (21) 式代入 (22) 式可得圆盘

无量纲当量热阻为

R̃n
h =Rn

h · k0W

=
1

240π2k̃φ2

{
48L̃3λ̃N(5−10L̃+10L̃2 −5L̃3 + L̃4)

−10πk̃φ2[4π2L̃N−2(6L̃−4L̃2 + L̃3 −4)

−3(1− L̃)4]
}
, (23)

式中, L̃ = L/R, k̃ = kb/k.
当 D0 > λ 时,不存在尺寸效应影响的 D通道

高导热材料导热系数为 kb, 其圆盘无量纲当量热

阻为 [14]

R̃n
h =

{
24L̃2(5−10L̃+10L̃2 −5L̃3 + L̃4)
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+5k̃φ[3(1− L̃)4 −4π2L̃N−2(6L̃−4−4L̃2

+ L̃3)]
}/

(120πk̃φ), (24)

式中,上标 “b”表示 D0 > λ 时, D高导热材料通道

不存在尺寸效应影响的结果.

图 2 三角形单元体 [13]

4 圆盘构造体构形优化

(23)和 (24)式中,当 k̃, λ̃ 和 φ 给定时,圆盘构

造体无量纲当量热阻 R̃h 有无量纲高导热材料通道

长度 L̃和扇形单元体数目 N 两个独立变量,可通过

优化 L̃和 N 对圆盘构造体进行构形优化.
图 3给出了 N = 100, φ = 0.1和 λ̃ = 0.03时不

同 k̃ 下圆盘构造体无量纲当量热阻 R̃n
h 与 L̃ 的关

系.从图中可以看出,给定 k̃时存在最佳 L̃使 R̃n
h 取

得最小值 R̃n
h,m; R̃n

h,m 随着 k̃ 的增大而减小, 圆盘构

造体的导热性能也相应增强. 当 k̃ = 100 时, 火积耗

散率最小的圆盘构造体最优构形为 L̃opt = 0.35,

其相应的最小无量纲当量热阻为 R̃n
h,m = 0.0137.

由数值计算可知, 最大温差最小的圆盘构造体最

优构形为 L̃opt = 0.43, 其相应的无量纲当量热阻

为 R̃n
h,t = 0.0148. 火积耗散率最小的圆盘构造体火积耗

散率比最大温差最小的构造体火积耗散率降低了

7.31%, 也即圆盘构造体的平均传热温差降低了

7.31%. 因此,基于火积耗散率最小的圆盘构造体最优

构形能够提高构造体的整体传热性能.
图 4给出了不同 φ 下圆盘构造体无量纲当量

热阻 R̃n
h,m 与 λ̃ 的关系.当 λ̃ > λ̃c,0 时, 火积耗散率最

小的无量纲当量热阻 R̃n
h,m 为图 4中 “n”所示的曲

线;当 λ̃ < λ̃c,0时, 火积耗散率最小的无量纲当量热阻

R̃b
h,m为图 4中 “b”所示的曲线.从图中可以看出,由

于尺寸效应对 D通道高导热材料的影响,随着 λ̃ 的
增大,最小无量纲当量热阻增大.

图 5 和图 6 分别给出了 k̃ = 100 和 λ̃ = 0.03

时不同占比 φ 下圆盘构造体最小无量纲当量热阻
R̃n

h,m 和相应的最优构形 L̃opt 与扇形单元体数目 N

的关系.从图中可以看出,给定 N 时随着占比 φ 的
增大, 圆盘构造体导热性能增强, 高导热材料通道

长度增大. 随着 N 的增大, R̃n
h,m 先减小后增大; 当

φ = 0.05时,存在最佳的扇形单元体数目 Nopt = 13

使得 R̃n
h 取得双重最小值;当 φ = 0.2时,存在最佳

图 3 不同 k̃下 R̃n
h 与 L̃的关系

图 4 φ 对 R̃h,m 与 λ̃ 关系的影响

图 5 不同 φ 下 R̃n
h,m 与 N 的关系
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的扇形单元体数目 Nopt = 25使得 R̃n
h取得双重最小

值. L̃opt 随着 N 的增大而减小, 此时高导热材料通

道长度减小. 对于常规尺度下的圆盘构造体 [13,14],

其最大热阻和当量热阻均随 N 的增大而减小,这是

本文微、纳米尺度下圆盘构造体性能特性与文献

[13, 14]圆盘构造体性能特性的不同点.

图 6 不同 φ 下 L̃opt 与 N 的关系

5 结 论

本文以火积耗散率最小为优化目标,在微、纳米

尺度下对圆盘导热问题进行了构形优化,得到了尺

寸效应影响下的无量纲当量热阻最小的圆盘构造

体最优构形. 结果表明: 在微、纳米尺度下, 尺寸

效应影响下的圆盘构造体最优构形与无尺寸效应

影响时的圆盘构造体最优构形有明显区别.存在最

佳 L̃使 R̃n
h 取得最小值 R̃n

h,m; R̃n
h,m 随着 k̃ 的增大而

减小, 圆盘构造体的导热性能也相应增强. 随着 N

的增大, R̃n
h,m 先减小后增大;当 φ = 0.05时,存在最

佳的扇形单元体数目 Nopt = 13 使得 R̃n
h 取得双重

最小值;当 φ = 0.2时,存在最佳的扇形单元体数目

Nopt = 25使得 R̃n
h 取得双重最小值.对于常规尺度

下的圆盘构造体 [13,14], 其最大热阻和当量热阻均

随 N 的增大而减小,这是本文微、纳米尺度下圆盘

构造体性能特性与文献 [13, 14]圆盘构造体性能特

性的不同点. 火积耗散率最小的圆盘构造体火积耗散率

比最大温差最小的构造体火积耗散率降低了 7.31%,

也即圆盘构造体的平均传热温差降低了 7.31%. 因

此在微、纳米尺度下,基于火积耗散率最小的圆盘构

造体最优构形能够降低圆盘构造体的平均传热温

差, 同时有助于提高构造体的整体传热性能. 本文

工作进一步拓展了火积耗散极值原理的应用范围,从

传热优化角度为微电子器件的设计提供了参考.

此外, 本文仅考虑了高导热通道宽度微细到

微、纳米级别之后,高导热通道宽度对其导热系数

的影响,并对构造体内热流流动方向作了一维流动

简化; 在实际中, 尺寸效应可能在二维和三维方向

上对高导热通道导热系数产生影响,热流流动也是

二维或三维流动. 因此, 可考虑建立更为复杂的尺

寸效应影响下的二维或三维圆盘构造体导热模型,

采用有限元方法对其导热性能进行分析,以使得本

文模型更符合实际.
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Abstract
Based on constructal theory, the constructal optimization of a disc on micro and nanoscales is carried out by taking minimum

entransy dissipation rate as optimization objective; and the optimal construction of the disc with minimum dimensionless equivalent
thermal resistance is obtained. The result shows that the optimal construction of the disc when the size effectis taken into account is
obviously different from that without considering the size effect. There exists an optimal dimensionless channel length of the high
conductivity material which leads to the minimum dimensionless equivalent thermal resistance. With the increase in the number of
the elemental sectors, the minimum dimensionless equivalent thermal resistance decreases first and then increases, and there exists an
optimal number of the elemental sectors which leads to the double minimum dimensionless equivalent thermal resistance, which is
different from the performance characteristic of the disc on a conventional scale. The entransy dissipation rate of the disc, based on the
minimization of entransy dissipation rate, is reduced by 7.31% as compared with that based on maximum temperature difference, that
is, the average heat transfer temperature difference of the disc is reduced by 7.31%. The optimal construction on micro and nanoscales,
obtained based on minimum entransy dissipation rate, can reduce the average heat transfer temperature difference of a disc, and
improves its global heat transfer performance simultaneously. The work in this paper can help to further extend the application range
of the entransy dissipation extremum principle.

Keywords: constructal theory, entransy dissipation rate minimization, micro and nanoscales, generalized thermo-
dynamic optimization
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