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一类厄尔尼诺 -南方涛动耦合振子动力学模型的

震荡近似解*
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研究了一类厄尔尼诺和南方涛动 (ENSO)耦合振子动力学模型. 利用奇摄动理论的参数变值法和平均法,得到

了对应 ENSO耦合振子模型方程的震荡近似解.
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1 引 言

厄尔尼诺和南方涛动 (ENSO)分别是发生在热
带大气和海洋中的异常事件,它严重地影响全球各
地区气候和生态等方面的变化,对它的规律的研究
和预防为当前学术界所关注 [1−9]. 海洋和大气之间
的交互作用影响着气候的波动,这对种交互作用的
研究已经集中在厄尔尼诺 -南方涛动现象上,它每
隔 3到 4年周期地出现,并主要发生在热带太平洋
区域.厄尔尼诺和南方涛动的振荡性态是海 -气流
动的正负两种反馈的结果,这两种反馈决定了海表
温度 (SST)的变化,并与南方涛动流动强度有关,导
致了弱信风沿着赤道行进. 弱信风驱动着海洋流动
变化, 加强了 SST的异常. 海洋 -大气的正反馈与
耦合的不稳定性导致了赤道太平洋温度变化,因此
需研究东、西太平洋振子模型的异常关系.许多学
者已使用不同的方法对 ENSO局部和整体的性态
做了多方位的讨论 [1−6]. 对于复杂的全球海 -气耦
合模型,通过简化的海 -气非线性相互作用物理过
程得到的振子概念模型能更容易描述海 -气耦合过

程的本质和物理机理,从而能描述 ENSO的某些重
要物理现象.因此许多学者提出了研究 ENSO的各
种振子形式的动力系统模型 [7−12],如 “时滞振子”,
“平流 -反射振子”, “西太平洋振子”, “充电 -放电振
子”等理论的研究.本文研究一类 ENSO海 -气耦
合振子震动动力学模型 [11]. 近来,许多学者研究了
非线性奇摄动问题, 一些近似方法被优化, 包括边
界层法、平均化法、匹配近似展开方法和多重尺

度法等 [13−17]. 作者等也利用摄动理论等方法研究
了一类非线性问题 [18−30]. 本文是利用摄动理论来
讨论一类 ENSO海 -气耦合振子.

2 ENSO耦合振子模型

考虑如下 ENSO耦合振子动力学模型 [7−9]:

dT
dt

=CT +Dh− εT 3, (1)

dh
dt

=−ET −Rhh, (2)

其中 T 表示赤道东太平洋的 SST距平, h表示赤道

西太平洋的温跃层厚度距平, C, D, E, Rh 表示正参
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数, 它们的详细定义和物理意义参见文献 [7, 8], ε
为小的正参数. 本文是求 ENSO耦合振子动力学模
型 (1), (2)的震荡近似解.
首先对方程 (1)两边进行 d/dt +Rh运算,考虑

到 (2)式,当C > Rh, DE >CRh 时,可得

d2T
dt2 +µ

(T 2

T 2
c
−1

) dT
dt

+ω2
0 T = εRhT 3, (3)

其中

µ =C−Rh, T 2
c =

C−Rh

3ε
, ω2

0 = DE −CRh.

由 (3)式,对应的方程:

d2T
dt2 +µ

(
T 2

T 2
c
−1

)
dT
dt

+ω2
0 T = 0, (4)

这就是 van der Pol方程. 由 van der Pol方程的性态
知, 方程 (4)当 T < Tc 为负阻尼方程, 当 T > Tc 为

正阻尼方程. 此外,方程 (4)可改写为如下等价的平
面系统:

dT
dt

=U,
dU
dt

=−ω2
0 T −µ

(T 2

T 2
c
−1

)
U, (5)

不难看出,系统 (5)有一个平衡态 (T ∗,U∗) = (0,0).
其对应的特征方程和特征根为

κ2 −µκ +ω2
0 = 0,

κ =
1
2

(
µ ±

√
µ2 −4ω2

0

)
.

由此可知 [11], 当 µ2 < 4ω2
0 时, 即在弱阻尼的情

况下, 平衡态 (T ∗,U∗) = (0,0) 是一个不平衡的焦
点; 当 µ2 > 4ω2

0 时, 即在强阻尼的情况下, 平衡态
(T ∗,U∗) = (0,0)是一个不平衡的结点. 因此, 这时
海 -气耦合振子当气候稍有偏离平衡态时,将会处
于不稳定状态,并且还不难看出,当 µ = 0(无阻尼的
情形), van der Pol方程 (3)是一个Hamilton系统.当
ε 很小时,在无阻尼情形时,海表温度距将做周期振
荡. 当 µ ̸= 0的情形,在弱阻尼的条件下,存在两个
平衡态: 一个平衡态就是 (T ∗,U∗) = (0,0), 便是不
稳定的焦点;另一个平衡态就是在相平面 (T,U)上,
是一个闭合的极限环.它是 van der Pol方程在弱阻
尼的情况下求得的孤立波周期解 (周期吸引子),即
当运动脱离平衡态后,有可能进入一个周期的运动,
其周期为 2π/ω0 的气候震荡状态.

3 ENSO模型的振荡近似解

对于小的参数 ε , 在弱阻尼的条件下, 我们用
Krylov-Boglinbov方法来求弱阻尼方程 (3)振荡近

似解. 方程 (3)可改写为

d2T
dt2 +ω2

0 T = ε
(

3(µ −T 2)
dT
dt

+ εRhT 3
)
. (6)

当参数 ε = 0时,方程 (6)的解为

T = acos(ω0t +ϕ), (7)

其中 a, ϕ 为常数. 对于 ε ̸= 0时, 我们采用广义的
“常数变易法”. 将方程的解看作仍由方程 (6)的形
式,但 a, ϕ 为时间 t 的函数,且满足条件

dT
dt

=−aω0 sinψ, ψ = ω0t +ϕ . (8)

现对 (7)式求导

dT
dt

=
da
dt

cos−aω0 sinψ −a
dϕ
dt

sinψ. (9)

比较 (8), (9)式得

da
dt

cosψ −a
dϕ
dt

sinψ = 0. (10)

再对 (8)式求导,有

d2T
dt2 =−aω2

0 cosψ −ω0
da
dt

sinψ −aω0
dϕ
dt

cosψ.

将上式代入方程 (6),并考虑到 (7)式,得

ω0
da
dt

sinψ +aω0
dϕ
dt

cosψ

= ε[3aω0(µ −a2 cos2 ψ)sinψ +Rha3 cos3 ψ ]. (11)

从 (10), (11)式解出 da/dt, dϕ/dt,得到

da
dt

= − ε
ω0

sinψ
[
3aω0(µ −a2 cos2 ψ)sinψ

+Rha3 cos3 ψ
]
, (12)

dϕ
dt

= − ε
ω0

cosψ [3aω0(µ −a2 cos2 ψ)sinψ

+Rha2 cos3 ψ]. (13)

为了解 (12), (13)式,注意到这些方程右边关于变量
ψ 是周期函数,所以有

da
dt

= O(ε),
dϕ
dt

= O(ε).

因为 ε 是小量, a 和 ϕ 是时间 t 的慢变函数, 所以
在时间周期 2π/ω0 区间内它们的变化是很小的.
把这些方程右边的 a 和 ϕ 当作常数, 在一个周期
[t, t +(2π/ω0)]上求 (12), (13)式的平均值,得到

da
dt

=− ε
2ω0

f1(a), (14)

dϕ
dt

=− ε
2aω0

g1(a). (15)
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其中

f1(a) = − ω0

π

∫ 2π/ω0

0
sinψ[3aω0(µ −a2 cos2 ψ)

× sinψ +Rha3 cos3 ψ ]dt,

g1(a) =
ω0

π

∫ 2π/ω0

0
cosψ[3aω0(µ −a3 cos2 ψ)

× sinψ +Rha3 cos3 ψ ]dt,

即

f1(a) = 3aω0

(a2

4
−µ

)
, g1(a) = 0. (16)

于是由 (14)—(16)式知

da
dt

=
3εa

2

(
µ − a2

4

)
, (17)

dϕ
dt

= 0. (18)

积分 (17), (18)式,得到

a2 =
4

1+
( 4

a2
0
−1

)
exp(−3εµt)

, (19)

ϕ = ϕ0, (20)

其中 a0和 ϕ0为常数. 将 (19), (20)式代入 (7)式,我
们便得到弱阻尼 van der Pol方程 (4)的震荡近似解:

T (t) =
2(

1+
( 4

a2
0
−1

)
exp(−3εµt)

)1/2 cos(ω0t).

(21)

再将 (21)式代入方程 (2),得

dh
dt

+Rhh =
2E(

1+
( 4

a2
0
−1

)
exp(−3εµt)

)1/2 cos(ω0t).

(22)

由方程 (22),有解

h(t) = b0 exp(−Rht)

+2E
∫ t

0

1(
1+

( 4
a2

0
−1

)
exp(−3εµt)

)1/2

× cos(ω0t)exp(Rh(t − τ))dτ. (23)

故 (21), (23)式便是 ENSO耦合振子动力学模
型 (1), (2) 的震荡近似解. 用同样的方法, 还可继
续得到 ENSO耦合振子动力学模型更高次的震荡
近似解.

4 举 例

现举例说明 ENSO 耦合振子动力学模型解

的震荡性态. 为了方便起见, 我们假设如下无量

纲方程:

dT
dt

= 2T +h− εT 3, (24)

dh
dt

=−3T −h. (25)

比较模型 (1), (2)知C = 2, D = Rh = 1, E = 3, µ = 1,

ω0 = 1. 现求模型 (24), (25) 式的近似解. 由 (24),

(25)式,对应于方程 (5)为

d2T
dt2 − dT

dt
+T +3εT 2 dT

dt
+ εT 3 = 0. (26)

由 (8)式,设方程 (26)的解为

T = a(t)cos(t +ϕ(t)). (27)

由 (14), (15)式

da
dt

=−ε
2

f1(a), (28)

dϕ
dt

=− ε
2a

g1(a). (29)

其中

f1(a) =− 1
π

∫ 2π

0
sinψ[3a(1−a2 cos2 ψ)sinψ

+a3 cos3 ψ ]dt,

g1(a) =
1
π

∫ 2π

0
cosψ[3a(µ −a3 cos2 ψ)sinψ

+a3 cos3 ψ ]dt.

即有

f1(a) = 3a
(a2

4
−1

)
, g1(a) = 0. (30)

于是由 (14)—(16)式知

da
dt

=
3εa

2

(
1− a2

4

)
, (31)

dϕ
dt

= 0. (32)

积分 (31), (32)式,得到

a2 =
4

1+
( 4

a2
0
−1

)
exp(−3εt)

, (33)

ϕ = ϕ0, (34)
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其中 a0 和 ϕ0 为常数. 将 (33), (34)式代入 (27)式,
我们便得到方程 (26)的震荡近似解:

T (t) =
2(

1+
( 4

a2
0
−1

)
exp(−3εt)

)1/2 cos t. (35)

将 (35)式代入方程 (25),得

dh
dt

+h =
6(

1+
( 4

a2
0
−1

)
exp(−3εt)

)1/2 cos t. (36)

由方程 (36),有解

h(t) =b0 exp(−t)

+6
∫ t

0

1(
1+

( 4
a2

0
−1

)
exp(−3ετ)

)1/2

× cos t exp(t − τ)dτ, (37)

其中 a0, b0 为常数. 故 (35), (37) 式便是 ENSO 耦
合振子动力学模型 (24), (25) 的震荡近似解. 现设
T (0) = h(0) = 1,这时由解 (35), (37)式得

T (t) =
2

(1+3exp(−3εt))1/2 cos t. (38)

由方程 (36),有解

h(t) = b0 exp(−t)

+6
∫ t

0

1
(1+3exp(−3ετ))1/2

× cosτ exp(t − τ)dτ. (39)

当在初始条件 T (0) = h(0) = 1, ε = 0.5下, 震荡近
似解 (38), (39) 曲线图见图 1 和图 2 所示. 由图 1
和图 2可以看出, ENSO耦合振子动力学模型 (24),
(25)具有震荡型的近似解.

5 结 论

由于大气物理中的复杂性,需要建立它的基本
模型系统的方程, 并去求解它. 参数变值法和平均

法是一个简单而有效的方法. 它类同于变系数非齐

次常微分方程的常数变易法,但比常数变易法更深

入, 加上了取变量函数平均值的过程, 以达到求得

近似解的目的. 这种方法对消去解的长期项的有界

解用相应的近似解来替代很有效, 同样, 这种近似

解保留了解析表达式的特点,以便可以继续对它使

用解析运算.因此可以利用它对模型的相应的定性

性质做进一步的探讨,这对进一步了解和预测模型

的有关性质更为方便和实用,特别是对大气物理方

面的气象预报等的描述.

图 1 ENSO耦合振子海表温度 T (t)近似震荡曲线图

图 2 ENSO耦合振子温跃层厚度 h(t)近似震荡曲线图
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Abstract
A class of sea-air coupled oscillator dynamic model is studied. Using the parameter modification and average method for the

singular perturbation, the vibrating approximate solution corresponding to El Nino-Southern Oscillation (ENSO) coupled oscillation
dynamic model equations is obtained.
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