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基于 Dini展开的高阶 Hankel变换及其在

光束传输中的应用*
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基于 Dini级数展开,导出了 p(> 0)阶准离散 Hankel变换 (the pth-order quasi-discrete Hankel transform based on

Dini series expansion, pDQDHT)算法,并给出了该算法在光束传输中的应用. 通过不同输入函数分别对 pDQDHT算

法进行测试及光束通过透镜传输的应用实例,结果表明: pDQDHT算法不仅精度高于现有的 Hankel变换算法,可以

进行多次正、逆变换,能广泛应用于光束分步传输问题,而且执行速度也与一般的快速 Hankel变换算法相当.
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1 引 言

由于 Hankel变换 (Hankel transform, HT) 在物
理学的很多分支 (如光学、声学、电磁学、分子生
物学等)有着广泛的应用 [1−4], 引起了很多科学工
作者的关注, 并对它的数值计算算法进行了研究.
1977年, Siegman[5] 首先对径向坐标抽样点用指数
形式量化,将 HT化为离散形式,用快速傅里叶变换
(FFT)进行计算,得出了准快速Hankel变换算法.此
后,出现了很多用于物理学各个方面的 HT算法,如
文献 [6—18]. 文献 [9—11]把 HT看作是一个二变
量函数的简单积分的傅氏变换,先用一般方法计算
简单积分,再利用 FFT得到 HT. 2003年, Markham
和 Conchello[12] 总结了计算 HT 的 6 种方法, 并把
它们用于计算振荡函数. 文献 [13] 和 [14] 分别用
正弦和余弦变换进行快速 HT 及非均匀快速 HT
等. 2007年, Cerjan[15] 把变换函数在单位区间上用

Zernike多项式表示,再根据 Zernike多项式基础集
与 Bessel函数展开的对偶关系进行 HT,其展开的
系数采用 Simpson规则或 Gauss-Kronrod求积法计

算,使 HT变换在精度上有所提高. 1998年 Yu等[16]

对径向坐标按零阶 Bessel函数零点分布的比例进
行离散,将变换函数做 Fourier-Bessel级数展开,实
现了准离散 HT (quasi-discrete HT, QDHT), 2004年
Guizar-Sicairos 和 Gutiérrez-Vega[17] 又把它推广到

p 阶 HT (the pth-order quasi-discrete HT, pQDHT),
这类方法利用变换矩阵使计算变得简单, 因而速
度也较快, 由于能量守恒, 逆变换精度很高, 不依
赖输入函数, 能适应反复变换, 具有很高的实用价
值.遗憾的是基于 Fourier-Bessel级数展开 HT方法
处于条件收敛,不能计算空间域和空间频率域端点
处的变换值,同时其 0阶 HT也不能计算对称轴上
点的变换值,不能直接用于研究传输问题中对称轴
上的特性. 文献 [18] 给出了一种基于 Dini 级数展
开的 0 阶准离散 HT 算法, 由于 Dini 级数展开比
Fourier-Bessel 级数展开收敛更快, 精度更高, 对于
0阶 HT还能计算对称轴上的值,所以作者把它应
用到了解决光束非线性传输问题.然而物理学中更
一般的传输问题是高阶的,如高阶 Bessel光束传输
问题等 [19−21],又基于 Dini级数展开 0阶 HT与高
阶 HT毕竟还有一定区别,因此本文开展基于 Dini
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级数展开的高阶 p (p > 0)准离散 HT (the pth-order
quasi-discrete Hankel transform based on Dini series
expansion, pDQDHT)算法的研究,并给出它在光束
传输中的应用.

2 算法的推导

很多有限区域上圆对称物理量分布问题, 数
值方法上使用 HT 更有效. 归一化坐标的整数 p

(p > 0)阶 Hankel变换和逆变换分别表示为 [7]

g(βρ) = 2πb2
∫ 1

0
r f (br)Jp (Sρr) dr, (1)

f (br) = 2πβ 2
∫ 1

0
ρg(βρ)Jp (Sρr) dρ, (2)

对于光束传输,式中 r 表示归一化空间径向坐标,ρ
表示归一化空间频率径向坐标, Jp 表示第一类 p阶

Bessel函数, b和 β 分别表示空间变量和空间频率
变量的截断半径, S表示带宽乘积 bβ 的 2π倍,即

S = 2πbβ . (3)

对于第二类齐次边界条件,第一类 p阶 Bessel函数
满足如下关系 [18]∫ 1

0
tJp (αmt)Jp (αnt) dt

=
1
2

(
1− p2

α2
n

)
J2

p (αn)δnm

(
p >−1

2

)
, (4)

式中 αn (n = 1,2, · · · )是 p阶 Bessel函数导数 J′p(x)
的正实根, δnm 为克罗内克符号, m = n时为 1,否则
为 0.
这里考虑 p > 0的情况,将方程 (1), (2)中的变

换函数 f (br)和 g(βρ)展开为 Jp 的级数,分别有

f (br) = 2
∞

∑
n=1

fn

(
1− p2

α2
n

)−1

J−2
p (αn)Jp (αnr) , (5)

g(βρ) = 2
∞

∑
n=1

gn

(
1− p2

α2
n

)−1

J−2
p (αn)Jp (αnρ) , (6)

式中的系数 fn 和 gn 由方程 (4) 确定, 再结合方程
(1)和 (2),分别有

fn =
∫ 1

0
r f (br)Jp (αnr) dr

=
1

2πb2 g
(

βαn

S

)
, (7)

gn =
∫ 1

0
ρg(βρ)Jp (αnρ) dρ

=
1

2πβ 2 f
(

bαn

S

)
. (8)

上述级数展开称为 Dini级数展开 [22].
将归一化径向坐标变量 r和 ρ 分别量化为

rn =
αn

S
和 ρm =

αm

S
. (9)

综合方程 (5)到 (8),得到 p阶离散 Hankel变换对为

g
(

βαm

S

)
=

1
πβ 2

N

∑
n=1

f
(

bαn

S

)(
1− p2

α2
n

)−1

× J−2
p (αn)Jp

(αnαm

S

)
, (10)

f
(

bαn

S

)
=

1
πb2

N

∑
m=1

g
(

βαm

S

)(
1− p2

α2
m

)−1

× J−2
p (αm)Jp

(αnαm

S

)
, (11)

这里 N 为数值计算点数. 为了减少方程 (10)和 (11)
右边求和符中数乘次数, 分别定义向量 G(m) 和

F(n)为

G(m) = g
(

βαm

S

)(
1− p2

α2
m

)−1/2

×
∣∣J−1

p (αm)
∣∣β , (12)

F(n) = f
(

bαn

S

)(
1− p2

α2
n

)−1/2

×
∣∣J−1

p (αn)
∣∣b, (13)

于是方程 (10)和 (11)简化为如下形式

G(m) =
N

∑
n=1

CmnF(n), (14)

F(n) =
N

∑
m=1

CnmG(m), (15)

其中Cnm 为 N ×N 变换矩阵 C 的矩阵元,表示为

Cnm =
2
S

∣∣J−1
p (αn)J−1

p (αm)
∣∣

×
[(

1− p2

α2
n

)(
1− p2

α2
m

)]−1/2

× Jp

(αnαm

S

)
. (16)

根据方程 (14)—(16), 容易看出矩阵 C 的一

些特性: 由方程 (16) 知 C 是实对称矩阵, 满足
C =CT;将方程 (14)代入 (15)或反过来代换,发现
F(n)和 G(m)均为自身变换,说明正、逆变换毫无
误差时还需要 C 是正交矩阵,满足 CCT = I (I 表
示单位矩阵), 即 C 的行列式 det[C] = ±1; 由方程
(16)还知 C 是单参数 S的函数, C =C(S), S不同,
矩阵 C 中元素的值不同,所以如何选择 S 以使 C

成为正交矩阵对提高该数值算法的精度非常重要.
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根据方程 (1), (2)和 (9)应取 S = αN ,然而我们
通过数值验证, 得知矩阵 C 并不是很好的正交矩

阵. 若取 S = jN+1 (其中 jN+1 为 Jp(x) 的第 N + 1
个零点,满足 αN < jN+1 < αN+1),矩阵 C 非常接近

正交矩阵,这是因为当方程 (1)和 (2)中的 r = 1和
ρ = 1时,其中的变换核函数为 Jp(S) = 0,可以使变
换后的 g(ρ) 和 f (b) 的值为 0, 所以本算法一般的
数值计算中取 S = jN+1. 若要进一步提高精度,可
利用矩阵 C 的性质对 jN+1 进行修正来得到 S, 其
修正表达式为

S = 2
∣∣J−1

p (αk)
∣∣(1− p2

α2
k

)−1/2

×

√
N

∑
n=1

J−2
p (αn)

(
1− p2

α2
n

)−1

J2
p

(
αkαn

JN+1

)
(k = 1,2, · · · ,N) , (17)

我们用数值方法计算了 (17) 式的 k 值, 当 k =

⌊(N − 2p)/4⌋ (N > 2p+ 4)时, ||det[C]|− 1|取最小
值, C 最接近正交矩阵.
利用矩阵 C 不仅能使在一次 HT 中减少 N

(3N −4)次复数或实数乘法运算,若将 C 存储起来,
还可避免下一次变换时对数据的重复计算,这对分
步传输问题非常重要,可以极大地提高程序的执行
速度.

这样 pDQDHT算法为:先由方程 (13)将 f (br)

转换为 F(n),乘以矩阵 C 后再按方程 (12)将 G(m)

转换为 g(βρ). 逆变换时只要将方程 (12)和 (13)右
边的 ρ 和 b交换即可.

3 算法的测试与验证

我们用 C++ 语言编程对 pDQDHT 算法的正
确性与精度进行测试, 根据 C 为实对称矩阵,
对数据的存储采用三角矩阵形式, 可以分别节
省 N (N − 1)/2 个双精度型存储单元的存储空
间, 这用 C++ 语言编程是非常容易实现的. 对于
Bessel 函数及其导数的零点很容易先用公式估算
出来[23], 然后用牛顿迭代法分别解方程 Jp(x) = 0
和 J′p(x) = 0.5(Jp−1(x)− Jp+1(x)) = 0很快得到精确
值.注意, 在本文后面的叙述中 r 和 ρ 表示实际坐
标, 前后的关系分别是 r = br 和 ρ = βρ , 同时取
S = jN+1.
首先我们用连续函数 f (r) = r2 exp(−πr2)作为

输入函数对 pDQDHT算法进行测试,它在 [0, ∞)上

的 2阶 HT的精确表达式为

g(ρ) = ρ2 exp(−πρ2) (p = 2), (18)

以 g(ρ) 作为基准, 用 g∗ (ρ) 表示 pDQDHT 算法
的变换值, 在空间频率域定义绝对误差为 |g− g∗|,
并分别用 MaxE 表示最大绝对误差, MinE 表示最

小绝对误差, MeanE 表示平均误差 |g− g∗|/N, 取
b = β = (S/2π)1/2, 2阶 HT的计算结果如表 1所示.

表 1 用 pDQDHT计算 f (r)的误差随抽样点数 N 的变化

N 10 20

MaxE 9.42391×10−8 2.58578×10−14

MinE 3.62277×10−9 1.11316×10−16

MeanE 3.66319×10−8 7.28397×10−15

可见, 对于连续函数当抽样点数 N 很小时

pDQDHT 算法就有很高的精度, 进一步说明 Dini
展开收敛很快.
图 1表示函数 f (r)的精确值与经过 40次 2阶

pDQDHT 后的结果比较, 计算中空间域截断半径
b = 4,抽样点数 N = 100. 图中的实线表示精确值,
圆点线表示 2阶 HT的数值结果,它们几乎完全重
合. 在 PIV 1.5 GHz 的 CPU, 512 MB 内存的 PC 机
上执行程序, pDQDHT算法经过 40次变换共花费
的时间为 0.03 s. 可见, pDQDHT 算法经过多次变
换仍保持极高的精度,而且程序执行速度快.

图 1 函数 f (r)的精确值与经过 40次 pDQDHT后的结果比
较,其中 p = 2, b = 4, N = 100

其次, 我们用 top-hat 函数作为输入函数, 它
的定义是 f (r) = rp[H(r)−H(r− b)], 这里 H(r) 为

Heaviside阶跃函数,其 p阶 HT的精确表达式为

g(ρ) = bp+1Jp+1 (2πbρ)/ρ (p > 0, ρ > 0). (19)

分别计算经过一次 pDQDHT和 pQDHT与 (19)式
随空间频率 ρ 变化绝对误差的对数,再进行误差比
较, 它们的动态比较结果如图 2所示. 计算中空间
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域截断半径 b= 5,抽样点数N = 200,空间频率域截
断半径 β 在 20.025附近.图 2是 p = 3时 pDQDHT
和 pQDHT两种算法的结果比较,图中整个空间频
率范围内 pDQDHT 算法得到的曲线 (实线) 均位
于 pQDHT算法得到的曲线 (圆点线)的下方,表示
pDQDHT算法比 pQDHT算法具有更高的精度.图
2还表现出基于 Dini级数展开的 pDQDHT算法与
基于 Fourier-Bessel 级数展开的 pQDHT 算法的不
同特性,前者误差较大的地方主要出现在低频端较
小的区域内, 在其他的地方保持较高的精度, 这对
再进行一次 HT变换到空间域时减少 Gibbs现象是
非常有益的; 后者在低频端精度较高, 随着频率的
增大, 误差越来越大, 特别是在最高频率处误差最
大,因此 pDQDHT算法更具有优势.

图 2 “top-hat”函数经过一次 pDQDHT和 pQDHT后与精确
值绝对误差的对数随空间频率半径变化的比较, 其中 p = 3,
b = 5, N = 200

4 pDQDHT在光束传输中的应用

为了研究 p 阶准离散 Hankel 变换在光束传
输中的应用, 我们考虑圆对称 4 阶 Bessel 光束
f (r) = J4(ktr)exp(i4ϕ + ikzz)通过凸透镜后的聚焦
演变.让光束入射到半径 R = 4 mm,焦距 f = 0.5 m,
位于平面 z = 0的凸透镜上, 并使光束在透镜光轴
上对称分布,波数 k与横向波数 kt 和纵向波数 kz满

足关系 k2 = (2π/λ )2 = k2
t + k2

z .
光束通过透镜后为非傍轴传输,数值方法上采

用分步传输方法, 所以运用 pDQDHT 解决类似于
上述光束传输问题的计算步骤可为:

1)选取 b, p和 N,计算程序中所需的 Bessel函
数及其导数的零点,将 Bessel函数导数的零点存储
于一维数组中;

2)计算矩阵 C,并使用指针数组按三角形式存
储起来;

3)计算 (1− p2/α2
n )

−1/2
∣∣J−1

p (αn)
∣∣,将它们的值

存储于一维数组中;

4) 计算 z = 0 处初始光束 f (r) = J4(ktr) 的值,
乘以光束从透镜前表面傍轴传输到后表面的作用

因子 exp[ikr2/(2 f )]后按复数形式存储于一维数组

中 (在 C 和 C++中偶地址存实部,奇地址存虚部);

5)选取传输步数 M, 计算传输步长 ∆z = z/M,
再进行分步传输计算:

for j = 0, · · · , M

对 f (r)进行一次 pDQDHT得空间频率域上的
g(ρ);
乘以角谱传递函数 exp

(
i2π∆z

√
λ−2 −ρ2

)
;

再进行一次 pDQDHT 得空间域上的 f (r), 存
储光强径向分布数据, end.

计算中取光的波长 λ = 632.8 nm, kt =

19858.32 m−1, 径向截断半径 b = 4 mm, 径向取样
点数 N = 256,纵向传输距离 z = 0.75 m,传输步数
M = 300. 按照这些参数利用 pDQDHT算法编程计
算,得到会聚 Bessel光束光强 I(r,z)的传播演变如

图 3所示.

图 3 4阶会聚 Bessel光束通过透镜后光强在焦平面附近的
传播演变

从图 3看出,会聚 Bessel光束通过凸透镜后在
焦平面附近三处会聚,会聚的峰值并不出现在对称
轴上,而是在以对称轴为中心半径不同的三个圆环
上, 这是高阶贝塞尔光束为空心光束的原因. 进一
步用数值方法求三个会聚峰值的半径和位置,得到
透镜焦平面前、焦平面上和焦平面后三个峰值光

环的半径分别为 r = 0.062647 mm, 0.996897 mm和
0.110658 mm, 会聚平面的位置分别为 z = 0.38 m,
0.5 m和 0.72 m,它们的截面光强分布如图 4所示.
这些结果与 FFT算法得到的结果是一致的,特别是
在焦平面上的结果还与文献 [20]用几何方法得到
的会聚圆环的半径 r = f kt/kz 很好地相符.
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图 4 4阶 Bessel光束通过透镜后不同会聚处的截面光强分布 (a) z = 0.38 m; (b) z = 0.5 m; (c) z = 0.72 m

5 结 论

基于 Dini 级数展开, 导出了高阶 Hankel 变换
的离散表达式,称为 pDQDHT算法,能实现复数或
实数形式的 HT.用向量表示,可把它们分别写成为
输出向量是变换矩阵与输入向量的乘积,计算变得
更简单,计算速度更快. 讨论了变换矩阵 C 的性质,
以及使它成为正交矩阵与两个截断半径乘积 S 的
关系,定性分析了 S的取值,得到 S = jN+1 时 C 接

近于正交矩阵. 为了进一步提高该算法的精度,定
量给出了对 S进行修正的表达式,同时用数值方法
给出了其中的可选参数 k与抽样点数 N 的关系.
在算法的实施上,事先计算出 Bessel函数导数

的零点进行静态存储, 计算变换矩阵 C 采用三角

形式存储, 以免下一次变换对数据重复计算, 进一
步提高了计算速度.算法中的正变换和逆变换虽然

用了两种表达式,实际上它们的区别只是截断半径

不同,所以正变换和逆变换可以采用相同的程序段,

只是在每次变换后将两个截断半径的值进行交换

即可,使程序变得简单.

通过两个不同的输入函数对 pDQDHT 算法

的测试和光束分步传输的应用实例, 结果表明:

pDQDHT算法经过多次变换而不丢失精度,特别适

合分步传输的场合,这是很多 Hankel变换算法做不

到的; 在整个变换区域内, pDQDHT算法都具有很

高的精度,特别是在空间频率域的高频端精度更高,

在空间域近轴端精度更高,这正符合一般实际应用

的需要;程序执行的速度与一般的快速算法相当.

我们相信, 借助本文 pDQDHT 算法在光束分

步传输中的应用方法, pDQDHT算法在解决物理学

各个分支类似的问题中必将发挥重要作用.
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expansion and its applications in beam propagation∗
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Abstract
Based on Dini series expansion, p(> 0) order quasi discrete Hankel transform (pDQDHT) algorithm is deduced. The application

of this algorithm in beam propagation is presented. pDQDHT algorithm is tested with various input functions and used in beam
propagation through lens. Experimental results show that the pDQDHT algorithm possesses a high accuracy compared with existing
Hankel transformation algorithms. The pDQDHT algorithm can be transformed forwardly and inversely and widely used in beam
distribution of transmission. The implementing speed is comparable to that of general fast Hankel transform algorithm.
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