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力梯度辛方法在圆型限制性三体问题中的应用*
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旋转坐标系下的圆型限制性三体问题因含非惯性系所附加的影响部分使得动能不是动量的严格二次型,可能

导致力梯度辛积分算法的应用遇到困难.从 Lie算子运算出发,严格论证了力梯度算子在这种情形下的物理意义仍

然像质心惯性坐标系下的圆型限制性三体问题那样是引力的梯度,而不是引力与非惯性力所得合力的梯度,表明了

力梯度辛方法适合求解旋转坐标系下的圆型限制性三体问题.通过应用四阶力梯度辛方法、最优化四阶力梯度辛

方法和 Forest-Ruth辛方法分别求解该问题,进行了数值对比研究,结果显示最优化型力梯度算法能够取得最好精

度.还应用最优化型算法计算两邻近轨道的 Lyapunov指数和快速 Lyapunov指标,确保高精度辛方法能够贯穿于这

些混沌指标计算的全过程,以便准确刻画此系统的动力学定性性质.
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1 引 言

辛积分器 [1] 和流形改正方法 [2,3] 都属于几何

积分算法 [4], 两者同样都能确保能量积分误差在
长时间积分中没有长期变化,但差别在于前者能够
保持 Hamilton系统的辛结构,而后者却不能.辛方
法因具有这两个优点, 从而成为求解 Hamilton 系
统长期演化的最佳数值积分方法,它已在分子动力
学[5]、量子力学 [6−8]、声波 [9]、等离子体 [10]、太

阳系动力学和相对论天体物理 [11−14] 等领域得到

广泛应用.
辛积分器分为显式 [15] 和隐式 [1] 两种形式. 有

时也会用到它们的混合形式 [11−14,16−18],但这种混
合型本质上还是归结于隐式方法. 显辛方法比隐
辛方法具有计算效率方面的优势,故通常受到学者
们的关注. 应当注意它的使用要求 Hamilton 至少
要分解成两个可积部分,例如由动量和坐标分别组
成的动能与势能就是一种 Hamilton 分解形式. 二
阶 Verlet辛积分器 [4] 尽管是这种分解形式下的一

种简单的显辛方法,但在辛方法研究中却发挥重要
作用,被认为是获得高阶或高精度辛积分算法的基

础. 直接消去其三阶截断误差项,若按不对称组合

方式可以得到三阶辛方法 [15]; 若按对称组合方式

则可以取得四阶 Forest-Ruth辛积分器 [19], 还能得

到 Yoshida 高阶辛积分器 [20]. 当 Hamilton 分解成

主要的未受摄部分和次要的摄动部分并且两部分

均可积时 [21], Verlet辛积分器的三阶截断误差中有

一项会比另一项大很多. 若将该阶甚至各阶截断

误差中的主要项消去但次要项仍保留,则得到类高

阶 (pseudo-high-order)辛方法 [22,23],还可以取得辛

校正器 [24]. 在太阳系动力学中,这种摄动分解形式

及构造的有关算法与动 - 势能分解的同阶算法来

比显著提高了数值精度.应该指出摄动分解情形下

Verlet辛积分器的三阶截断误差中的所谓次要项当

实施动 -势能分解时与另一项不再有明显的主次之

分, 亦即没有很大的量级差异, 将会在算法构造中

很有用,它本质上就是力的梯度. Ruth[15] 正是认识

到这一点,把它加入势能中再与动能组合求解构造

了一个三阶力梯度辛方法. 沿着该思路, 可以设计

一系列高阶力梯度辛方法 [25−30] 及其截断误差各

项系数平方和最小的最优化型算法 [31,32]. 不超过

四阶的力梯度辛方法各组合系数可以全为正数,意
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味着积分过程中的每一子步都用正步长,这有益于
求解不可逆系统.大量文献 [25−32] 表明力梯度辛方

法在 Kepler二体问题、摄动 Kepler二体问题、太
阳系 N 体问题、分子动力学多粒子问题、量子力
学薛定谔方程以及 Hénon-Heiles 系统等模拟中比
同阶非力梯度辛方法要好一到几个数量级精度,并
且最优化型总要优于没有经过优化处理的算法. 类
高阶辛方法、辛校正器和力梯度辛方法实际上都

是直接将误差项中的某些部分提取出来加入组合

来构造新的算法,以便使所得算法误差里不再含有
该提取部分,从而改善数值精度.从这一角度来看,
它们均含有误差校正的意思.
考虑到四阶力梯度辛方法与非力梯度 Forest-

Ruth辛积分器来比具有精度好的优点,文献 [26]将
其应用于求解惯性坐标系下的圆型限制性三体问

题.这里第三个小天体受到两主天体所给引力的梯
度连同引力被一起用来构造算法. 这种处理是合
理的,因为惯性系下的第三体受力在物理上是非常
清晰的. 然而, 圆型限制性三体问题的研究大都在
旋转坐标系下进行,这时第三体除受到两主天体引
力外还受到旋转坐标系所产生的非惯性力,使得第
三体受力变得复杂起来,进而导致力梯度算法的应
用变得困难,因为我们不清楚力梯度究竟是哪种力
的梯度,即是关于引力的梯度还是非惯性力的? 也
许有人认为应当是针对引力与非惯性力的合力来

实施梯度运算,但这样会使引力与非惯性力对应的
Hamilton 之和不可积, 也就是显辛方法不再适合,
故显辛方法在实际应用中需要将引力与非惯性力

分开计算. 因此, 我们不直接从第三体受力分析出
发而是改由有关 Lie算子运算来探讨力梯度辛方法
是否适合求解旋转坐标系下的圆型限制性三体问

题.这是本文的一个主要目的. 具体来说,通过评估
比较四阶力梯度辛方法 [25]、最优化四阶力梯度辛

方法 [31]和 Forest-Ruth辛方法 [19],我们希望找到适
合求解旋转坐标系下的圆型限制性三体问题精度

最好的辛积分器. 然后, 利用所挑出的算法计算两
邻近轨道的 Lyapunov指数 [33] 和快速 Lyapunov指
标 [34], 达到完全确保高精度辛方法能够贯穿于这
些混沌指标计算的全过程,可为正确揭示系统动力
学定性性质服务.

2 算法描述

设动能 T (p) 是关于 n 维动量 p 的二次型

T (p) = p2/2, 而势能 V (q) 仅是 n 维坐标 q 的函

数,它们组成的 Hamilton函数为

H(p,q) = T (p)+V (q). (1)

依次定义 T 和 V 的 Lie导数算子为

A =
n

∑
i=1

Ti
∂

∂qi
,

B =−
n

∑
i=1

Vi
∂

∂ pi
, (2)

上式中, Ti = ∂/∂ pi, Vi = ∂/∂qi,以下类同. Lie导数
A分别作用于坐标 qi 和动量 pi,实际上就是关于坐
标和动量的普通导数,即 q̇i = Aqi = Ti, ṗi = Api ≡ 0,
表明 A仅仅对位置坐标有作用,故称为位置型算子;
B自然称为动量型算子,它对 pi 作用就得到力或加

速度.利用这两个算子可以构造二阶 Verlet辛积分
器 [4]

e
τ
2 B eτA e

τ
2 B = eW , (3)

这里, τ 为步长,而

W = τ(A+B)+ τ3(− [A, [B,A]]/12+[B, [A,B]]/24
)

+O(τ5).

在三阶截断误差中,互逆子

C = [B, [A,B]] = [B,AB−BA]

= BAB−BBA− (ABB−BAB)

= 2BAB−BBA−ABB.

容易验证

BBAqi = BBApi ≡ 0,

ABBqi = ABBpi ≡ 0,

BABqi ≡ 0, (4)

但

BABpi =
n

∑
j=1

n

∑
k=1

Vi jVkTjk =
n

∑
j=1

Vi jVj. (5)

于是,可得

C = 2
n

∑
i=1

n

∑
j=1

Vi jVj
∂

∂ pi
=

n

∑
i=1

∇if
2 ∂

∂ pi
, (6)

其中,力 f = (−V1, · · · ,−Vn). 显然, C就是力梯度算
子,与 B属于同类的动量型算子.
既然如此, 可将截断误差中的 C 提取出来并

和 B等同看待再跟 A组合构造一类更高阶算法,称
为力梯度辛方法. 例如,一个简单四阶力梯度辛方
法[25]为

S1 = e
τ
2 (1−

1√
3
)A e

τ
2 B+ τ3

48 (2−
√

3)C e
τ√
3

A
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× e
τ
2 B+ τ3

48 (2−
√

3)C e
τ
2 (1−

1√
3
)A
. (7)

如还要求五阶截断误差各项系数的平方和最小,则
得一个最优化四阶力梯度辛方法 [31]

S2 = eaτB ebτA e(0.5−a)τB+cτ3C e(1−2b)τA

× e(0.5−a)τB+cτ3C ebτA eaτB, (8)

其中,各步进算子的系数约定如下:

a = 0.8789368601680709E −1,

b = 0.2813980611667719E0,

c = 0.3061810122369770E −2.

当不考虑C加入组合式中,则是通常的辛方法.
常见的例子就是四阶 Forest-Ruth辛积分器 [19]

S3 = eατB eβτA e(0.5−α)τB e(1−2β )τA

× e(0.5−α)τB eβτA eατB, (9)

这里,两系数为 β = 1/(2−
3√

2), α = β/2.

3 圆型限制性三体问题

本节致力于力梯度型算法在旋转坐标系下的

圆型限制性三体问题中的具体实现,并以非力梯度
型为参考评估这些算法的精度优劣,最后利用所挑
选的精度最佳算法计算一些混沌指标.

3.1 物理模型

经典平面圆型限制性三体问题 [35] 揭示的是第

三个无限小质量天体在做匀速圆周运动的两主天

体的引力作用下的运动情形. 约定两主天体总质量
为 1,质量为 m1 = 1− µ 的一体位于质心旋转坐标
系内的 x轴上的点 (−µ ,0),而质量为 m2 = µ 6 1/2
的另一体位于点 (1−µ,0). 这样两主天体固联在 x
轴上始终保持 1不变,但它们以匀角速度 1做圆运
动,即 x轴围绕原点以匀角速度 1旋转并不受小天
体引力的影响.在这两主天体的引力作用下小天体
的坐标 q = (x,y)和动量 p= (px, py)演化以无量纲

Hamilton函数表为

H =
1
2
(p2

x + p2
y)+ ypx − xpy −U(x,y). (10)

力函数U(x,y)具有如下形式
U(x,y) =

1−µ
r1

+
µ
r2
,

r2 =
√
(x+µ −1)2 + y2,

r1 =
√
(x+µ)2 + y2,

该系统具有正则方程 ẋ = px + y, ẏ = py − x,

ṗx = py +Ux, ṗy =−px +Uy.
(11)

容易验证存在 Jacobi常数

CJ ≡−2H = 2U(x,y)+ x2 + y2 − (ẋ2 + ẏ2). (12)

显辛方法的应用并不针对整个系统 (10) 或
(11)而是将其分离成两个可积部分分别求解. 系统
(10)的一种分解形式可以是如下的 “动能 T ”和 “势
能 V ”两部分 T =

1
2
(p2

x + p2
y)+ ypx − xpy,

V =−U(x,y),
(13)

势能 V 来自于两主天体施加给小天体的引力作用
部分,而 ypx −xpy是因旋转坐标系为非惯性系而给

小天体运动附加的影响部分.
从 (13)式来看, T 不是动量 p的二次型, 这使

得力梯度算法的应用似乎遇到了困难,下面力图解
决这一问题.

3.2 算法实现

由于 T 不是动量 p的严格二次型,故其 Lie导
数算子 A不再有方程 (2)形式,而是由位置型算子
变为动量与位置混合型算子

A =
2

∑
i=1

(
Tpi

∂
∂qi

−Tqi

∂
∂ pi

)
= (px + y)

∂
∂x

+(py − x)
∂
∂y

+ py
∂

∂ px
− px

∂
∂ py

. (14)

它作用于坐标和动量就得到微分方程组 ẋ = Ax = px + y, ẏ = Ay = py − x,

ṗx = Apx = py, ṗy = Apy =−px.
(15)

从初始状态量 (x0,y0, px0, py0)出发经过时间 t 后获
得该方程组的分析解为

x = x0 cos(t)+ y0 sin(t)

+t(px0 cos(t)+ py0 sin(t)),

y = y0 cos(t)− x0 sin(t)

+t(py0 cos(t)− px0 sin(t)),

px = px0 cos(t)+ py0 sin(t),

py = py0 cos(t)− px0 sin(t),

(16)
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这意味着混合算子 A是可积可解的. 关于 V 的动量
型算子 B也是如此,但若非惯性系所施加的影响部
分 ypx − xpy 与 V 结合便是不可积、不可解的.
当 (14) 式所给算子 A 代替 (2) 式中的算子 A,

我们容易证明 (4)和 (5)两式仍然成立,从而 (6)式
也仍然适用,即动量型算子

C = 2
2

∑
i=1

2

∑
j=1

2

∑
k=1

Vi jVkTp j pk

∂
∂ pi

=2
2

∑
i=1

2

∑
j=1

Vi jVj
∂

∂ pi

=2(VxxVx +VxyVy)
∂

∂ px

+2(VyxVx +VyyVy)
∂

∂ py
. (17)

这表明算子 C还是两主天体引力的梯度,并不是两
主天体引力与旋转坐标系所附加非惯性力的合力

之梯度. 因此, 旋转坐标系下的圆型限制性三体问
题仍可如 (1)式所示Hamilton系统那样用力梯度方
法求解. 为了更清楚地说明力梯度辛方法的具体实
现过程,我们以算法 S1为例列举其从 l 步到 (l +1)
步的差分格式

x = xl cos
[τ

2

(
1− 1√

3

)]
+ yl sin

[τ
2

(
1− 1√

3

)]
+

τ
2

(
1− 1√

3

)(
pxl cos

[τ
2

(
1− 1√

3

)]
+ pyl sin

[τ
2

(
1− 1√

3

)])
,

y = yl cos
[τ

2

(
1− 1√

3

)]
− xl sin

[τ
2

(
1− 1√

3

)]
+

τ
2

(
1− 1√

3

)(
pyl cos

[τ
2

(
1− 1√

3

)]
− pxl sin

[τ
2

(
1− 1√

3

)])
,

px = pxl cos
[τ

2

(
1− 1√

3

)]
+ pyl sin

[τ
2

(
1− 1√

3

)]
,

py = pyl cos
[τ

2

(
1− 1√

3

)]
− pxl sin

[τ
2

(
1− 1√

3

)]
;

p∗x = px −
τ
2

Vx(x,y)+
τ3

24
(2−

√
3)(Vxx(x,y)Vx(x,y)

+Vxy(x,y)Vy(x,y)),

p∗y = py −
τ
2

Vy(x,y)+
τ3

24
(2−

√
3)(Vyx(x,y)Vx(x,y)

+Vyy(x,y)Vy(x,y));

x† = xcos
( τ√

3

)
+ ysin

( τ√
3

)

+
( τ√

3

)(
p∗x cos

( τ√
3

)
+ p∗y sin

( τ√
3

))
,

y† = ycos
( τ√

3

)
− xsin

( τ√
3

)
+
( τ√

3

)(
p∗y cos

( τ√
3

)
− p∗x sin

( τ√
3

))
,

p†
x = p∗x cos

( τ√
3

)
+ p∗y sin

( τ√
3

)
,

p†
y = p∗y cos

( τ√
3

)
− p∗x sin

( τ√
3

)
;

p♢x = p†
x −

τ
2

Vx(x†,y†)

+
τ3

24
(2−

√
3)(Vxx(x†,y†)Vx(x†,y†)

+Vxy(x†,y†)Vy(x†,y†)),

p♢y = p†
y −

τ
2

Vy(x†,y†)

+
τ3

24
(2−

√
3)(Vyx(x†,y†)Vx(x†,y†)

+Vyy(x†,y†)Vy(x†,y†));

x(l+1) = x† cos
[τ

2

(
1− 1√

3

)]
+ y† sin

[τ
2

(
1− 1√

3

)]
+

τ
2

(
1− 1√

3

)(
p♢x cos

[τ
2

(
1− 1√

3

)]
+ p♢y sin

[τ
2

(
1− 1√

3

)])
,

y(l+1) = y† cos
[τ

2

(
1− 1√

3

)]
− x† sin

[τ
2

(
1− 1√

3

)]
+

τ
2

(
1− 1√

3

)(
p♢y cos

[τ
2

(
1− 1√

3

)]
− p♢x sin

[τ
2

(
1− 1√

3

)])
,

px(l+1) = p♢x cos
[τ

2

(
1− 1√

3

)]
+ p♢y sin

[τ
2

(
1− 1√

3

)]
,

py(l+1) = p♢y cos
[τ

2

(
1− 1√

3

)]
− p♢x sin

[τ
2

(
1− 1√

3

)]
.

我们采用 Jacobi常数 CJ = 3.12及大约相当于

木星与太阳质量比参数 µ = 0.001和初值 x = 0.29,

y = px = 0, 而初值 py 从能量积分 (10)式或 Jacobi

积分 (12)式确定并在开方运算中取正根.该积分轨

道是图 1(a)所示 Poincaré截面 y = 0 (ẏ > 0)上的一

个环,表明是拟周期有序轨道. 让步长 τ 从 0.01到

0.1逐次变大,可得图 1(b)所示的每个算法对每个

给定步长积分 100000步后的最大 Jacobi常数误差.

该图揭示了非力梯度 Forest-Ruth辛方法 S3的精度

要显著劣于力梯度算法 S1精度.还可以看出最优

化力梯度算法 S2是最好的.
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图 1 (a) Jacobi常数 CJ = 3.12的 Poincaré截面 y = 0上的拟周期有序轨道; (b)三个算法对每个给定步长积分 100000步后
的最大 Jacobi常数误差

图 2 (a) Jacobi常数 CJ = 3.06的 Poincaré截面 y = 0上的混沌轨道; (b)三个算法对每个给定步长积分 100000步后的最大
Jacobi常数误差

当仅改变 Jacobi常数 CJ = 3.06及相应初值 py

时,则得图 2(a)所示 Poincaré截面上的一些随机分
布的点,表明是混沌轨道. 图 2(b)的最大 Jacobi常
数误差再次证实三个算法的数值性能优劣关系与

有序轨道的情形是完全一致的. 就图 1(b)和 2(b)比
较来看,当步长 τ 没有达到 0.1前,对于有序和混沌
轨道两情形每个算法精度基本上差不多;但当步长
τ 接近 0.1时,针对混沌轨道情况,两算法 S1和 S3
已失去数值稳定性, 而算法 S2仍几乎保持有序轨
道的精度.
因此,无论是对有序轨道还是对混沌轨道进行

数值模拟,我们总是发现力梯度类算法精度要大大
优于非力梯度类的,而最优化型算法能够取得最好
精度. 这样, 高精度辛方法的使用能确保所得动力
学定性结果的可靠.下面我们考虑方法 S2在混沌
动力学方面的应用.

3.3 混沌指标

除 Poincaré截面方法外, Lyapunov指数和快速

Lyapunov指标等都是区分系统有序与混沌的常用
方法. 这些方法克服了 Poincaré截面限于相空间维
数为 3的应用局限,并且均以计算两邻近轨道的分
离演化为基础来获得.

Lyapunov指数是衡量两邻近轨道平均指数分
离比的指标.通常采用的是最大 Lyapunov指数,定
义为

λ = lim
t→∞

1
t

ln
|ξ(t)|
|ξ(0)|

, (18)

式中的 ξ (t)和 ξ (0)分别是 t 时刻与初始时刻的切

向量, 即变分方程之解. (18) 式称为计算 Lyapunov
指数的变分法 [33]. 当然, 它的计算也可用两邻近
轨道的差来代替变分方程之解,称为计算 Lyapunov
指数的两粒子法 [33],定义如下:

λ = lim
t→∞

1
t

ln
d(t)
d(0)

, (19)

d(t) 和 d(0) 是两邻近轨道分别在 t 时刻与初始时

刻的距离. 应当注意初始距离必须适当选择,如果
d(0)太大,那么两邻近轨道的差将与变分方程的解
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差别太大; 但若 d(0) 太小, 则舍入误差增大. 也就
是说, d(0)太大和太小都会导致不正确的 Lyapunov
指数. 文献 [36] 认为就双精度而言初始距离的适
当选择为 d(0) = 10−8,还指出应适当考虑重整化次
数. 对于有界轨道,若 λ > 0,则系统混沌;当 λ = 0
时,系统被认为是有序的. 这是 Lyapunov指数区分
有序和混沌的准则.

注意 (19) 式代替 (18) 式计算 Lyapunov 指数
的优点有二: 对于复杂的动力系统, 如相对论引
力系统,可以避免推导复杂变分方程的麻烦; 针对
Hamilton 系统来说, 可以完全确保辛方法贯穿于
Lyapunov 指数计算的全过程, 因为两粒子法就是
用辛方法积分运动方程两次来计算 Lyapunov指数.
基于此因,我们采用两粒子法计算 Lyapunov指数.
选取步长 τ = 0.01,参数和参考轨道初始条件同上,
而邻近轨道初始条件为 x = 0.29+ 10−8, 其他初始
条件与参考轨道的相同但初值 py 相应改变. 每积
分 10步,实施一次重整化. 于是, 我们获得图 3中
的 Lyapunov指数. 图 1轨道的 Lyapunov指数 λ 趋
于 0故为有序的, 而图 2轨道的 λ = 0.023则表明
其混沌性.

一个比 Lyapunov 指数区分有序与混沌更灵
敏、更快的方法是快速 Lyapunov 指标, 其定义如
下 [37]:

FLI = log10 |ξ(t)|. (20)

也可用两邻近轨道的差来代替变分方程之解来计

算快速 Lyapunov指标,称为两邻近轨道 (或两粒子
法)的快速 Lyapunov指标 [34],定义为

FLI = log10
d(t)
d(0)

. (21)

不同于 (20) 式, (21) 式计算快速 Lyapunov 指标需
要重整化, 否则, 混沌情形的两邻近轨道距离 d(t)

达到 1 后出现轨道饱和使其不再增长、计算无法
继续.为避免这一问题,每当 d(t) = 1实施重整化,
即不改变方向将邻近轨道拉回到与参考轨道相距

d(0)处进行它的下次积分. 假设重整化次数为 k,那
么, 两粒子法的快速 Lyapunov 指标实际按下式计
算

FLI =−(k+1)∗ log10 d(0)+ log10 d(t). (22)

对于有序和混沌两种情况,切向量长度随时间演化
的速度是完全不同的,即有序系统的切向量长度随
时间代数式变大,而混沌系统的切向量长度随时间

指数式增长. 这一特性可以作为有序与混沌的区分

标准.

由于两邻近轨道的快速 Lyapunov指标具有两

粒子法计算Lyapunov指数那样的优点,我们考虑它

的应用. 选择邻近轨道初始条件为 x = 0.29+10−9,

其他初始条件和参考轨道的与上面相同但初值 py

相应改变.实际上,初始距离为 d(0)≈ 10−9,可以比

两粒子法的 Lyapunov 指数的初始距离要小些, 而

且重整化时间间隔要大很多. 如图 4所示, 图 1轨

道的快速 Lyapunov 指标随时间增长缓慢, 属于有

序轨道类型; 图 2 轨道的快速 Lyapunov 指标随时

间增长迅速,应归之于混沌轨道一类.

对比图 3 和图 4 还可以看出利用 Lyapunov

指数区分有序与混沌需要积分的时间至少为

t = 10000, 而根据快速 Lyapunov 指标只需积分到

t = 1000即可分辨两轨道类型. 快速 Lyapunov指标

由于拥有识别混沌速度快的优点,因而常用来追踪

小行星轨道稳定性和研究其他动力学问题 [38−40].

图 3 两轨道的 Lyapunov指数

图 4 两轨道的快速 Lyapunov指标
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4 结 论

旋转坐标系下的圆型限制性三体问题因含非

惯性系所附加的影响部分使得动能不是动量的严

格二次型, 意味着力梯度辛积分算法的应用似乎
遇到了理论方面的困难.本文从 Lie算子运算出发
严格推导了力梯度算子的物理意义仍然是两主天

体对第三个小天体引力的梯度,并不是两主天体引
力与旋转坐标系所附加非惯性力的合力之梯度.这
样, 解决了力梯度辛方法应用的理论问题. 数值实
验揭示力梯度类算法精度总要大大优于非力梯度

类的, 而最优化型算法能够取得最好精度. 将最优

化型算法计算两邻近轨道的 Lyapunov指数和快速

Lyapunov指标可以完全确保高精度辛方法能够贯

穿于这些混沌指标计算的全过程,以便准确刻画动

力学定性性质.

未来的工作希望借助这种最优化型辛积分算

法和恰当的混沌指标探讨含辐射压的平面圆型限

制性三体问题、平面椭圆型限制性三体问题、空

间圆型限制性三体问题和空间椭圆型限制性三体

问题等动力学性质.
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Abstract
The kinetic energy of the circular restricted three-body problem in a rotating frame is no longer a standard positive quadratic

function of moment, owing to the additional part in the non-inertial rotating frame, which leads to a difficulty in using force gradient
symplectic integrators. To address this problem, we show through the calculation of Lie operators that the force gradient operator on
the system is still related to the gradient of the gravitational forces from the two main objects rather than that of the resultant force of
both the gravitational forces and the non-inertial force exerted by the rotating frame, just as the force gradient operator on the circular
restricted three-body problem in an inertial frame. Therefore, it is reasonable to use the gradient symplectic integrators for integrating
the circular restricted three-body problem in the rotating frame from a theoretical point of view. Numerical simulations describe that
a fourth-order force gradient symplectic method is always greatly superior to the non-gradient Forest-Ruth algorithm in the numerical
accuracy, and its optimized version is best. Because of this, the optimized gradient scheme is recommended for calculating chaos
indicators, such as Lyapunov exponents of and fast Lyapunov indicators of two nearby trajectories, which is conductive to obtaining a
true description of dynamically qualitative properties.
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