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累积放电模型及其符号动力学研究*
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基于累积释放模型提出了一种累积放电模型. 相比于累积释放模型,累积放电模型无须变化的阈值调制,即可

出现多种状态,例如混沌态、锁频等. 利用符号动力学对其进行研究,发现在一定的参数条件下,模型的输出符号序

列可以被用于监测模型参数的变化,而且与神经系统的测量相似,都具有很高的分辨率.计算机仿真和电路实验得

到的结果也验证了上述说法. 电路实验结果显示模型的输出符号序列对输入频率的分辨率最高可以达到 0.05 Hz,对

电流幅值的分辨率可达到 1 µA,并且都具有很大的动态范围.
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1 引 言

在连续时间的神经元模型方面, H-H 方程模
型[1,2]、FHN模型 [3,4] 和累积释放模型 [5,6] 已经被

广泛研究.累积释放模型是一种最简单的神经元模
型. 它虽然不是生理学的模型, 但是却表现了神经
元兴奋性的两个关键方面: 1)被动的; 2)累积输入
并且当充电到阈值时发放脉冲 [7]. 累积释放模型的
基本动力学过程如下: 输入电流给电容 (神经元)充
电, 当电容电压 (膜电位)充电到上阈值时, 模型会
释放一个脉冲, 同时电压被立刻置位到下阈值. 在
累积释放模型中,阈值调制扮演了一个极为重要的
角色.如果累积释放模型的阈值使用余弦或正弦调
制, 在合适的参数区间范围内, 系统可以进入混沌
状态. Brette[5] 和 Hamanaka等 [8] 分别在理论上和

实验上证明了这一点. 如果累积释放模型的上阈
值和下阈值都是恒定的,那么脉冲的发放就一定是
周期的了, 动力学特性就会大大减少. 基于累积释
放模型, 我们提出了一种累积放电模型. 相比于累
积释放模型,累积放电模型有如下特点: 1)它无须
变化的阈值调制,即可出现多种状态,例如周期态、

混沌态等; 2)累积放电模型的脉冲发放频率不会随
着充电电流的增加而无限地增加,它的脉冲发放频
率都会低于或等于输入的充电频率.
本文接着利用符号动力学理论对该模型进行

分析,提出了一种简单的符号化方法. 由于符号序
列的大小关系与模型参数的大小关系是相对应的,
所以从获得的符号序列可以方便地分辨出模型参

数的变化, 从而达到监测模型参数变化的目的. 本
文设计了累积放电模型电路和符号采集系统,用实
际的电路实验结果验证了符号化方法的有效性和

监测的高精度性.

2 累积放电模型

累积放电模型的电路实现简图如图 1(a)所示.
系统开始工作时, 开关 S 向 1 闭合然后立即断开.
充电周期到来时, S 向 2 闭合, 电容从 0 V 开始充
电. 当电容充电到上阈值电压时,比较器翻转, S向
3 闭合, 电容进入放电状态. 当新的充电周期到来
时, S向 2闭合,电容又进入充电状态,如此反复.可
以看出累积放电模型由两个过程组成: 一个是充电
过程; 另一个是放电过程. 其中充电过程满足电容
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充电方程:

C
du(t)

dt
= i(t), (1)

放电过程满足电容放电方程:

RC
du(t)

dt
+u(t) = 0. (2)

系统的输入参数有两个:一个是充电电流; 另一个
是充电频率,如图 1(b)所示. 每当电容电压充电到
阈值时, 比较器就会有一个脉冲产生, 如图 1(c)和
图 1(d)所示.

图 1 (a)电路原理图; (b) I 为电流幅值, 1, 2, 3, 4为归一化的充
电周期 T ; (c) u(t)代表电容的电压, VREF 为上阈值电压; (d) Y (t)
表示系统发放的脉冲, t1, t2, t3 为脉冲发放时刻

将产生脉冲的时刻用 tn 表示, 所有脉冲产
生的时刻按时间顺序排列起来就构成一个序列:
t = {t1, t2, t3, · · · , tn, · · ·}. 在区间 [tn, tn+1] 内, 对 (1)
式和 (2)式积分得到:

VREF

(
1− e−

T− mod (tn,T )
RC

)
=

I
C

(
tn+1 − ceil

( tn
T

)
T
)
. (3)

令 τn = tn/T , τn+1 = tn+1/T , (3)式变为

τn+1 =
VREFC

IT

(
1− e−

T (1− mod (τn,1))
RC

)
+ ceil(τn) , (4)

(4) 式可以简写为 τn+1 = f (τn), 函数 f 是不连
续的、单调递增的并且满足 f (τ + 1) = f (τ) + 1.
我们把点 (τn, τn+1) 画出的图叫做脉冲位置图.
令 θn = mod (τn,1), θn+1 = mod (τn+1,1), sn =

floor(τn+1)− ceil(τn), (4)式可以简化为

θn+1 =
VREFC

IT

(
1− e−

T (1−θn)
RC

)
− sn. (5)

(5) 式可以简写为: θn+1 = F(θn) = f (θn) mod (1),
F : [0,1]→ [0,1]. (5)式中, sn 为相邻脉冲位置之间

包含充电整周期的个数. 对于 sn,在本文后面部分
会有更详细的解释. 我们把 (θn, θn+1)画出的图叫
做相位图. 相位图中第一个点, 也就是系统的初始
点,由 (6)式给出:

θ1 =
VREFC

IT
− s0. (6)

图 2 (a)累积放电模型的相位图 系统参数如下: I = 180×10−6

A, R = 2.85 × 103 Ω, C = 1 × 10−6 F, VREF = 2.04 V, f = 200 Hz;
(b)庞加莱映射的一种特例,系统参数与图 2(a)所用的参数一样, un

为电容上电压 u(t)周期取样并归一化后的值
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根据圆映射的定义知, F 即为圆映射, 且是不可逆
的,如图 2(a)所示. 在累积放电模型中,存在一个周
期为 T 的激励,电容上电压变化形成的轨线在以 T
为周期的情况下形成庞加莱映射,我们可以根据庞
加莱截面上点的分布来判定系统的状态. 一维系统
的庞加莱映射又称为 stroboscope map[9,10]. 累积放
电模型电容上电压 u(t)的 stroboscope map分为两
段, 一段上升, 一段下降, 如图 2(b)所示, 很明显它
属于人字映射.

3 累积放电模型的 Lyapunov指数

如果都使用相位图或者庞加莱映射来观察模

型在不同参数条件下的运动就过于烦琐了. 本文使
用相位 θn的 Lyapunov指数和电容上电压 u(t)的分
岔图来观察系统在不同参数条件下的运动情况. 一

维映射只有一个 Lyapunov 指数, 它可能大于、等

于或小于零 [11]. 正的 Lyapunov指数表明运动轨道

在每个局部都不稳定, 相邻轨道以指数速度分离,

轨道在整体性的稳定因素作用下反复折叠,形成混

沌吸引子 [12]. 因此 Lyapunov指数大于零可以作为

系统进入混沌状态的依据. 负的 Lyapunov 指数表

明轨道在此参数下整体上是稳定的,对应周期运动.

系统的 Lyapunov指数由负变正表明系统正在经历

由周期态向混沌态的转变,此过程可以对照分岔图

来观察 [13]. 对照图 3(a)和图 3(b)可以看出,系统在

输入充电频率由 200 Hz 逐渐增加的过程中, 经历

着阵发混沌、周期三、再次进入混沌的过程. 对应

的 Lyapunov指数大小则是由正到负,再到正. 对照

图 3(b)和图 3(c),可以看出在系统处于周期三状态

时,系统的转数为 3,表明系统处于锁频状态.

图 3 (a)系统 Lyapunov指数随充电频率的变化 系统参数: I = 180×10−6 A, R = 2.85×103 Ω, C = 1×10−6 F, VREF = 2.04 V,频
率间隔 1 Hz,连线仅仅是为了方便观看; (b)系统中电容周期取样电压 un 随充电频率变化的分岔图,此处 un 未归一化,系统参数
同图 3(a)所用参数,从图中可以清晰地看到倍周期分岔、周期三到混沌的过程; (c)累积放电模型转数随充电频率的变化情况,
系统参数同图 3(a)

4 累积放电模型的参数测量原理

累积放电模型的相位图由几段单调的支组成,

每一支都是单调递减的, 其中支的个数与模型的

参数有关. 如果在相位图中把每个 θn 对应的 sn 画

出来, θn 与 sn 存在的对应关系就显而易见了,如图
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4(a)和图 4(b)所示. 如图 4(a)所示,当 θn 在间断点

左边时, sn 为 1; 当 θn 在间断点右边时, sn 为 0. 既
然有这样的对应关系, sn 就可以认为是符号.所以
累积放电模型的符号序列的获取方式是: 脉冲发放
的间隔时间对充电周期取整,得到的整数就作为符
号.这样取符号的方式相比于根据相位来取符号有
三点好处: 1)不需要得到间断点; 2)取符号时不需
要精确的时钟; 3) 取符号电路可以做得非常简单.
由于累积放电模型的每条支都是单调递减的,所以
排序规则就是: 奇数位置的符号越大,符号序列越
大;偶数位置的符号越小,符号序列越大.符号序列
的大小关系表示初始点的大小关系 [14]. 累积放电
模型都是从 0 V开始充电,不同的模型参数得到不

同的初始点, Brown和 Chua[15] 就曾指出混沌系统

的参数敏感性相当于初值敏感性,这也就是说符号
序列的大小关系与模型参数的大小关系是相对应

的. 如果累积放电模型的输入周期相比于 RC放电
时间比较短的话,放电就可以将 RC近似看作直流
放电,那么累积放电模型的相位递推方程就与倒锯
齿映射的相位递推方程一样了. 这样电路参数、初
值和符号序列的关系就建立起来了 (倒锯齿映射初
值与符号序列的关系见附录). 根据前人的经验 [16],
本文不是直接利用符号序列来计算电路参数,而只
是利用符号序列的排序规则对不同参数下电路输

出的符号序列进行排序,以此来达到检测电路参数
变化的目的,这样的做法使得测量分辨率大大提高.

图 4 (a)图 2(a)所示相位图加上每个相位对应的符号,细线表示相位,粗线表示符号, θn 相位与 sn 符号相对应,第一个符号 s0 未

画出; (b)相位图加上每个相位相对应的符号,参数部分除了充电频率 f = 500 Hz与图 2(a)所用不一样外,其他参数都是一样的

表 1 (a)输入充电频率与符号序列的对应关系 (Matlab仿真结果 1),系统参数除充电频率与图 2(a)所用的不同外,其他所用
参数都相同,下画线标出数字是这组符号序列与前一组符号序列第一个不相同的符号; (b)充电电流幅值与符号序列的对应
关系 (Matlab仿真结果 2),系统参数除电流与图 4(b)所用的不同外,其他参数都相同

(a)

频率/Hz 符号序列

500 5 1 2 1 0 0 2 2 1 0 2 0 1 1 0 0 2 1 2 2

500.00001 5 1 2 1 0 0 2 2 1 0 2 0 1 1 1
¯

2 2 2 2 2

500.00002 5 1 2 1 0 0 2 2 1 0 2 0 1 1 1 1
¯

1 1 1 2

500.00003 5 1 2 1 0 0 2 2 2
¯

2 0 1 1 1 1 2 1 2 1 0

500.00004 5 1 2 1 0 0 2 2 2 2 0 1 1 1 1 2 2
¯

1 0 0

500.00005 5 1 2 1 0 0 2 2 2 2 0 1 1 1 1 1
¯

1 2 1 0

500.00006 5 1 2 1 0 0 2 2 2 2 0 1 1 1 1 1 2
¯

1 2 0

500.00007 5 1 2 1 0 0 2 2 2 2 0 1 1 1 1 0
¯

1 0 1 0

500.00008 5 1 2 1 0 0 2 2 2 2 0 1 1 1 2
¯

2 1 2 0 0

500.00009 5 1 2 1 0 0 2 2 2 2 0 1 1 1 2 2 2
¯

2 1 1

(b)

电流/µA 符号序列

140 7 2 0 1 1 2 2 1 0 0 2 3 3 1 1 1 1 0 2 0

140.01 7 2 0 1 1 2 1
¯

2 0 2 0 0 0 0 3 3 3 2 3 3

140.02 7 2 0 1 1 3
¯

3 2 3 2 1 0 1 1 3 1 1 3 3 2

140.03 7 2 0 1 1 3 2
¯

1 0 1 3 2 2 3 2 2 0 1 0 1

140.04 7 2 0 1 1 3 1
¯

2 3 2 1 1 0 3 2 1 0 3 2 0

140.05 7 2 0 1 0
¯

0 1 0 3 2 2 1 3 1 0 3 2 1 0 1

140.06 7 2 0 1 0 1
¯

3 2 3 2 0 2 2 2 3 2 1 1 0 2

140.07 7 2 0 1 0 1 1
¯

0 3 2 0 3 2 2 0 1 2 2 0 0

140.08 7 2 0 1 0 2
¯

3 1 2 3 1 0 2 2 0 2 3 2 3 2

140.09 7 2 0 1 0 2 2
¯

2 2 2 1 1 0 3 1 0 1 2 3 2
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5 计算机仿真及电路实现

用符号动力学来研究一维映像的特性非常方

便 [17]. 符号动力学具有粗粒化特性, 可以在一定
程度上滤除噪声,而且还避免了采集信号时对电路
产生影响 [18]. 根据以上对累积放电模型工作原理
的分析,本文对它进行了计算机仿真研究和电路实
验研究.计算机仿真得到的符号序列如表 1(a)和表
1(b)所示, 可以看出所得的符号序列都是满足第 4
部分提到的累积放电模型的排序规则的,并且分辨
率非常高. 我们通过计算机仿真也发现, 电路的输
出符号序列不仅可以对电路充电频率和充电电流

幅值排序,还可以对电路其他参数如电容、放电电
阻进行排序.
累积放电模型电路硬件上由上位机和 FPGA

(Altera公司的 EP3C10E144C8)开发板和累积放电
电路板构成. 从功能上划分, 实验系统可分为信号
发生器模块、逻辑控制模块、累积放电模块、数

据采集模块、数据通信模块及数据处理模块. 累积
放电电路模块是整个电路模型的核心,由电容、比
较器组成. 数据采集模块用于采集累积放电电路所
产生的符号数据和相位数据. 数据通信模块负责
上位机和 FPGA开发板之间的数据传输.数据处理
模块用于对相位数据和符号数据进行分析处理,画
出相位图并验证得到的符号是否满足第 4 部分提

到的累积放电模型的排序规则.各个模块之间的关

系如图 5 所示. 图 6 所示为基于累积放电模型的

电路示意图,图中的电流源器件由电压信号发生模

块和跨导组成,每当新的周期开始时就向外发出一

个脉冲信号.表 2(a)和表 2(b)是电路实验得到的符

号序列,跟计算机仿真一样都满足第 4部分提到的

累积放电模型的排序规则,可见取符号方法和排序
规则都是有正确的. 图 7 是电路实验得到的相位

图, 与计算机仿真的相位图是符合的. 混沌电路不

但对被测量敏感, 对环境因素也很敏感, 由于电路

存在噪声的原因,分辨的精度达不到计算机模拟仿

真的精度.

图 5 累积放电模型各个模块之间的关系 图中空心箭头、实

心箭头分别表示信号在不同模块间流动的方向

图 6 累积放电模型的电路示意图
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表 2 (a)充电频率与符号序列的对应关系 (电路实验结果 1),参
数: I = 140×10−6 A, R = 3.3×103 Ω, C = 1×10−6 F, VREF = 2.04
V; (b)电流幅值与符号序列的对应关系 (电路实验结果 2),充电
电流幅值是通过线性跨导 NE5517产生的, 其中控制电压是通
过 DAC904数模转换得到,参数为 R = 3.3×103 Ω, C = 1×10−6

F, VREF = 2.04 V, f = 500 Hz;下画线注释同表 1

(a)

频率/Hz 符号序列

500 8 2 3 2 1 1 3 2 4 3 1 2 4 3 1 3 1 2 3 1

500.05 8 2 3 2 1 1 4
¯

3 2 2 3 4 4 4 4 3 2 3 4 3

500.1 8 2 3 2 2
¯

4 3 1 3 1 2 3 2 2 3 2 2 3 3 2

500.15 8 2 3 2 2 3
¯

1 3 1 2 3 1 1 3 3 2 2 4 3 2

500.2 8 2 3 2 2 3 1 1
¯

3 2 3 4 4 4 3 2 2 3 3 2

500.25 8 2 3 2 2 3 3
¯

4 4 3 2 4 3 1 1 3 3 3 3 4

500.3 8 2 3 2 2 2
¯

1 4 3 1 3 2 2 3 2 3 2 3 2 3

500.35 8 2 3 2 2 2 1 3
¯

1 3 2 2 2 1 2 2 2 1 2 3

500.4 8 2 3 2 2 2 2
¯

1 2 4 3 1 2 3 1 1 2 4 4 3

500.45 8 2 3 2 2 2 3
¯

3 1 1 1 2 2 3 2 1 2 1 3 2

(b)

电流/µA 符号序列

139 8 1 1 1 1 3 4 3 2 4 3 1 2 1 2 4 3 2 2 1

140 8 2
¯

4 4 3 1 1 3 3 1 3 1 2 3 1 3 2 2 3 1

141 8 2 3
¯

3 2 1 1 3 4 4 4 4 3 2 3 1 3 2 1 2

143 8 2 2
¯

2 1 3 3 2 1 4 3 1 3 2 2 2 1 2 3 3

144 8 2 1
¯

2 3 3 3 2 3 1 2 2 2 1 1 1 2 3 1 3

145 8 3
¯

4 3 1 3 2 2 3 3 1 2 1 3 2 3 2 2 1 3

146 8 3 3
¯

2 2 1 4 3 1 2 2 3 3 2 2 3 2 1 2 1

147 8 3 3 3
¯

1 2 2 1 1 3 3 3 3 3 3 3 1 3 2 1

148 8 3 2
¯

2 3 4 3 1 3 1 1 1 2 1 3 2 3 3 2 1

150 8 3 2 3
¯

1 1 2 3 1 1 2 2 2 2 3 3 3 1 2 1

图 7 电路实验得到的相位图 参数如下: I = 187× 10−6 A,
R = 3×103 Ω, C = 2.2×10−6 F, VREF = 2.04 V, f = 500 Hz

6 结 论

累积放电模型在一定参数下的相位图可以出

现混沌映射, 对初值非常敏感. 利用这一特性与符

号动力学结合可以用来监测模型参数变化,如充电
频率、充电电流幅值、放电电阻值、电容大小等,
分辨精度非常高. 计算机仿真和电路实验结果都表
明所用方法分辨率非常高,证明了所用方法的优越
性. 当然累积放电模型电路还存在很多不足之处,
如模型只能用来监测电路参数的变化,而不能精确
得到电路参数. 电路的输出符号序列对电路所有参
数都十分敏感 (甚至包括温度,虽然不是很敏感,但
是由于电路中的器件有些是半导体器件,所以还是
有些影响的), 所以可以说电路的输出结果反映的
是电路全部参数的变化. 神经系统中必须有神经网
络的存在,而这里只是简单仿真单个神经元的活动,
以后的研究方向应该是分析大量神经元的耦合,并
用简单电路实现之.

附录 倒锯齿映射模型初值测量原理

倒锯齿映射的迭代公式可以写为 θn+1 = mod(k(1−
θn),1),θn ⊆ [0,1]. 如果仔细观察倒锯齿映射的迭代公
式就会发现, 倒锯齿映射迭代公式中蕴含着符号. 比
如说当参数 k 为 2 的时候, 倒锯齿映射的公式可以

写为 θn+1 =

1−2θn

2−2θn

, θn ⊆ [0,1], 也可以写为 θn+1 =1+ εn −2θn

2+ εn −2θn

, θn ⊆ [0,1], 这里的 εn 就是代表符号. 当

θn 在间断点的左边, 符号 εn 为 0; 当 θn 在间断点右边, 符
号 εn 为 1. 更为通用的公式为 θn+1 = mod (k,1)+ εn − kθn,
θn ⊆ [0,1]. 符号 εn 的种类与迭代出的支的条数有关. 如果
从 θn 逆推 θn+1,则可以得到初值与符号序列的关系.由上式
可得

θn =
mod (k,1)+ εn

k
− 1

k
θn+1

=
mod (k,1)+ εn

k
− 1

k

(
mod (k,1)+ εn+1

k
− 1

k
θn+2

)
=

mod (k,1)+ εn

k
− mod (k,1)+ εn+1

k2 +
1
k2 θn+2

=
m

∑
i=0

mod (k,1)+ εn+i

ki+1 (−1)i +
(−1)i+1

km+1 θn+m+1,

当 n = 1时,

θ1 =
m

∑
i=0

mod (k,1)+ εi+1

ki+1 (−1)i +
(−1)i+1

km+1 θm+1.

当迭代很多次后,
(−1)i+1

km+1 θm+1 项趋于 0. 所以可得到系统初

值 θ1 与系统输出符号序列 {ε1,ε2,ε3, · · ·εn, · · ·}之间的关系
表达式:

θ1 =
m

∑
i=0

mod (k,1)+ εi+1

ki+1 (−1)i,

上式就是倒锯齿映射模型利用符号序列来测量初值的原理.
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Study of an integrate-and-discharge model with
symbolic dynamics∗
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Abstract
An integrate-and-discharge model (IDM) is proposed on the basis of an integrate-and-fire model (IFM). Compared with the IFM,

the IDM can obtain rich dynamic information including chaos, phase locking, etc., without using varying threshold modulation. The
corresponding relation between output symbolic sequences and parameters (i.e., frequency, amplitude, resistance and capacity) of the
IDM is established by using symbolic dynamics. Moreover, a method of obtaining symbolic sequence as well as an ordering rule is
presented. Simulation and circuit experiment validate the correctness of the method and the rule. The results of circuit experiment
show that the frequency resolution can reach up to 0.05 Hz in some frequency ranges and the amplitude resolution can reach up
to 1 µA.

Keywords: nonlinear circuit, chaos, integrate-and-discharge model, symbolic dynamics

PACS: 05.45.−a, 05.45.Ac, 07.07.Df, 87.15.A− DOI: 10.7498/aps.62.140502

* Project supported by the National Natural Science Foundation of China (Grant No. 60871085) and the Natural Science Foundation of Zhejiang Province,
China (Grant No. Y1100119).

† Corresponding author. E-mail: paulpeter@zju.edu.cn

140502-7


