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分数阶 Lorenz系统的分析及电路实现*

贾红艳1)† 陈增强2) 薛薇1)

1) (天津科技大学自动化系,天津 300222 )

2) (南开大学自动化系,天津 300071 )

( 2013年3月12日收到; 2013年3月11日收到修改稿 )

频域传递函数近似方法不仅是常用的分数阶混沌系统相轨迹的数值分析方法之一,而且也是设计分数阶混沌

系统电路的主要方法. 应用该方法首先研究了分数阶 Lorenz系统的混沌特性,通过对 Lyapunov指数图、分岔图和

数值仿真分析,发现了其较为丰富的动态特性,即当分数阶次从 0.7到 0.9以步长 0.1变化时,该分数阶 Lorenz系统

既存在混沌特性,又存在周期特性,从数值分析上说明了在更低维的 Lorenz系统中存在着混沌现象.然后又基于该

方法和整数阶混沌电路的设计方法,设计了一个模拟电路实现了该分数阶 Lorenz系统,电路中的电阻和电容等数值

是由系统参数和频域传递函数近似确定的. 通过示波器观测到了该分数阶 Lorenz系统的混沌吸引子和周期吸引子

的相轨迹图,这些电路实验结果与数值仿真分析是一致的,进一步从物理实现上说明了其混沌特性.
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1 引 言

尽管分数阶的微积分理论很可能在 300 多年

前就已经出现了,但在 1960年以前,关于分数阶系

统的研究很少能引起研究者的关注 [1,2]. 这或许是

由于存在着许多不一致的微积分定义,或许是由于

缺乏对分数阶微积分的充分的几何解释 [3]. 直到近

几十年,尤其当发现一些实际的物理系统展现出分

数阶动态特性以后, 例如, 管道的边界层效应、电

解电极、黏弹性受阻结构等过程中都存在分数阶

动态特性 [4−7]. 关于分数阶系统的研究开始引起了

越来越多的关注,随后对分数阶系统中的混沌动态

研究逐渐成为了一个研究热点,相继有一些分数阶

混沌系统被提出和研究,例如,分数阶的 Chua’s电

路 [1]、分数阶的 Lorenz系统 [3]、分数阶的 Chen系

统 [8−10]、分数阶的 Lü系统 [11]、分数阶的神经网

络 [12]、分数阶的 Duffing振子 [13]等.

通常认为在维数低于 3的系统中,不能发现混

沌动态,而在分数阶系统中存在混沌动态使得在维

数低于 3的系统中发现混沌现象成为可能.在更低

维的系统中发现混沌现象或许会成为一个研究动

力,促使研究者们更进一步地分析和研究分数阶混

沌系统.这里所说的系统维数是指系统中所有的微

分方程的阶次的总和.此外,出于应用的需要,关于

分数阶混沌同步和控制研究以及电路设计等也正

逐渐成为了一个研究热点 [14−20]. 分数阶混沌理论

的研究工作将为混沌应用提供一些新的技术手段,

从而促进混沌应用的发展.

然而由于对分数阶混沌的研究刚刚起步, 上

述关于分数阶混沌系统的研究绝大多数都是通过

Lyapunov指数、吸引子相轨迹图、电路仿真等数

值仿真分析方法说明系统的混沌动态. 而分数阶混

沌系统的分岔分析以及硬件实现等却很少涉及. 本

文将主要通过分岔分析和模拟电路实现对分数阶

Lorenz系统的混沌特性进行研究.前者可以给出分

数阶系统随参数变化的演化过程,分析系统的一些

动态特性,找到系统中的混沌吸引子和周期吸引子.
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后者不仅可以帮助从物理意义上说明混沌的存在

性,而且可以为分数阶混沌应用提供电路模型.

2003年, Grigorenko和 Grigorenko [3] 分析了分

数阶 Lorenz系统的混沌动态,不仅给出了当系统维

数大于或等于 2.91时的一些吸引子相轨迹图和分

析,而且也给出了当维数小于或等于 2.91时,该系

统不存在混沌动态的结论. 但非常遗憾的是, 2003

年在和 Grigorenko 的私人通信中, Li 证实了文献

[3]中的结论是错误的, 并于 2004年在文献 [2]中

做了说明. 2009年 Yu等 [21] 进一步研究了分数阶

Lorenz系统且给出了其平衡点的稳定性分析,说明

了该系统的 Hopf分岔现象,同时也给出了 2.96维

的混沌吸引子的数值仿真图. 那么在更低维的分数

阶 Lorenz系统是否存在混沌动态呢?

本文在上述研究的基础上, 首先对分数阶

Lorenz 系统进行了研究, 发现在更低维的分数阶

Lorenz系统存在着混沌现象.然后, 为进一步说明

混沌特性随参数变化的演化行为, 又给出了不同

分数阶次的系统的 Lyapunov指数图、分岔图和吸

引子相轨迹图, 通过数值分析方法说明了分数阶

Lorenz 系统的混沌特性, 即数值仿真结果和分岔

图是一致的. 最后, 基于整数阶混沌电路的设计方

法[22−31],用模拟电路实现了该分数阶 Lorenz系统,

通过模拟示波器观察到了与数值仿真一致的结果.

不仅从物理意义上说明了分数阶 Lorenz系统的混

沌特性,也为混沌应用提供了技术上的准备.

2 分数阶 Lorenz系统及其分形分析

2.1 分数阶 Lorenz系统

最近, Grigorenko和 Grigorenko分析了分数阶

Lorenz系统的混沌动态,该系统可以被描述为

dαx
dtα = a(y− x),

dβ y
dtβ = cx− xz+dy,

dγ z
dtγ = xy−bz,

(1)

其中, a, b, c, d 是系统参数, α , β , γ 是分数阶次. 在

文献 [2, 3, 21]中分别对该系统进行了数值仿真分

析和平衡点的稳定性分析等研究,分别说明了该分

数阶系统在 2.91维和 2.96维的混沌特性. 现选取

a = 40, b = 3, c = 10, d = 25, α = β = γ = 0.9时,通

过数值仿真可以观察到该分数阶系统在 2.7维的一

个混沌吸引子的相轨迹,如图 1所示.

图 1 分数阶 Lorenz系统的混沌吸引子 (α = β = γ = 0.9)

2.2 分数阶 Lorenz 系统分形分析和数值
仿真

然而,仅仅凭借图 1不能说明分数阶 Lorenz系

统的混沌动态. 为进一步对其混沌特性加以验证,

下面将通过 Lyapunov指数图和分岔图对其进行进

一步研究. 本文中采用的分数阶微分为 Riemann-

Liouville定义:

dα f (t)
dtα =

1
Γ (n−a)

dn

dtn

∫ t

0

f (τ)
(t − τ)α−n+1 dτ, (2)

那么,在该定义下的 Laplace变换为

L
{

dα f (t)
dtα

}
= sα L{ f (t)}, (3)

这样, 传递函数 1/sα 可以用一个近似的整数阶传

递函数表示. 实际上当研究分数阶系统的混沌动态

时,频域传递函数近似方法是常用的数值方法之一,

这种方法在很多研究中常被采用 [1,2,32,33]. 且误差

不会超过 2 dB.本文分别采用了文献 [1, 33]中所给

出的两种不同的频域近似,对分数阶 Lorenz系统进

行了研究, 通过对 Lyapunov 指数图、分岔图和数

值仿真分析,都发现了分数阶 Lorenz系统的混沌动

态. 鉴于篇幅原因,本文只给出了采用文献 [33]的

频域近似方法的分析结果.其中所用到的近似函数

分别为

1
s0.9 =

2.2675(s+1.292)(s+215.4)
(s+0.01292)(s+2.154)(s+359.4)

, (4)
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1
s0.8 =

5.3088(s+0.1334)(s+2.371)(s+42.17)(s+749.9)
(s+0.01334)(s+0.2371)(s+4.217)(s+74.99)(s+1334)

, (5)

1
s0.7 =

9.3633(s+0.06449)(s+0.578)(s+5.179)(s+46.42)(s+416)
(s+0.01389)(s+0.1245)(s+1.116)(s+10)(s+89.62)(s+803.1)

. (6)

同时, 基于连续整数阶混沌系统 Lyapunov 指

数的 Jacobian计算方法,本文计算了分数阶 Lorenz

系统的 Lyapunov指数. 与整数阶系统计算方法不

同的是, 在计算不同分数阶次 Lorenz 系统的 Lya-

punov指数时, 本文将整数阶的积分器 1/s转换为

分数阶的积分器 1/sα ,就可以得到系统的相应的分

数阶次的 Lyapunov指数.

图 2 分数阶次为 α = β = γ = 0.9的 Lorenz系统的 Lyapunov
指数图和分岔图 (a) Lyapunov指数图; (b)分岔图

这样当 a = 40, c = 10, b = 3,变化参数 d时,可

以得到分数阶次为 α = β = γ = 0.9,系统维数为 2.7

的 Lorenz系统的 Lyapunov指数图和分岔图, 如图

2所示. 通过对该 Lyapunov指数图和分岔图分析,

可以发现在 2.7维的 Lorenz系统的确存在混沌特

性. 采用相同的方法, 也可以分别得到分数阶次为

0.8和 0.7,系统维数为 2.4和 2.1的 Lorenz系统的

Lyapunov指数图和分岔图,如图 3和图 4所示.

通过对上述 Lyapunov指数图和分岔图的分析,

可以发现当分数阶次从 0.7到 0.9以步长 0.1变化

时,即系统维数从 2.1到 2.7以步长 0.3变化时,分

数阶 Lorenz 系统不仅存在混沌特性, 而且也存在

周期特性. 为了进一步验证我们的分析,本文中也

给出了一些不同分数阶次或系统维数的数值仿真

图. 现选取 a = 40, b = 3, c = 10, 当分数阶 Lorenz

系统的分数阶次从 0.7 到 0.9 变化时, 其 x-y 平面

的相轨迹图分别如图 5 所示. 其中当分数阶次为

0.9, a = 40, b = 3, c = 10, 分别取 d = 40, d = 33.8

时, 分数阶 Lorenz 系统为单周期吸引子和双周期

吸引子, 如图 5(a)和 5(b) 所示; 当分数阶次为 0.8,

a = 40, b = 3, c = 10,分别取 d = 40和 d = 41.7时,

图 3 分数阶次为 α = β = γ = 0.8的 Lorenz系统的 Lyapunov
指数图和分岔图 (a) Lyapunov指数图; (b)分岔图
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图 4 分数阶次为 α = β = γ = 0.7的 Lorenz系统的 Lyapunov指数图和分岔图 (a) Lyapunov指数图; (b)分岔图

图 5 分数阶 Lorenz系统的 x-y平面的吸引子相轨迹 (a) α = β = γ = 0.9, d = 40时单周期吸引子; (b) α = β = γ = 0.9,
d = 33.8 时双周期吸引子; (c) α = β = γ = 0.8, d = 40 时混沌吸引子; (d) α = β = γ = 0.8, d = 41.7 时周期吸引子;
(e) α = β = γ = 0.7, d = 40时渐进稳定的相轨迹; (f) α = β = γ = 0.7, d = 46时混沌吸引子
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分数阶 Lorenz系统为混沌吸引子和周期吸引子,如

图 5(c)和 (d)所示;当分数阶次为 0.7, a = 40, b = 3,

c = 10,分别取 d = 40和 d = 46时,分数阶 Lorenz

系统为渐进稳定的相轨迹和混沌吸引子,如图 5(e)

和 (f)所示. 考虑到篇幅原因,本文仅给出部分吸引

子的相轨迹图. 通过数值仿真观察到的吸引子相轨

迹与指数图和分岔图所呈现的动态特性是一致的.

3 分数阶 Lorenz系统的电路实现

为了进一步从物理意义上验证分数阶 Lorenz

系统的混沌特性, 基于整数阶混沌电路的设计方

法和频域近似方法, 使用电阻、电容、模拟运算

放大器 LF347N 和乘法器 AD633, 本文也设计了

一个模拟电路实现了 0.9阶次的分数阶 Lorenz系

统, 如图 6 所示. 其中 R5 = R15 = R24 = 1.55 MΩ,

R6 = R16 = R25 = 62 MΩ, R7 = R17 = R26 = 2.5 kΩ;

C1 = C4 = C7 = 0.73 µF, C2 = C5 = C8 = 0.52 µF,

C3 = C6 = C9 = 1.1 µF, 上述电阻和电容的数值都

是根据 0.9 阶次的频域近似确定的. R1 = R2 =

2.5 kΩ, R3 = R8 = R9 = R10 = R13 = R18 = R19 =

R22 = R27 = R28 = 10 kΩ, R4 = R12 = R14 = R21 =

R23 = 1 kΩ, R20 = 33.3 kΩ, R11 是可调电阻,这些电

阻阻值都是根据分数阶 Lorenz系统的系统参数确

定的, 其中 R11 随着系统 (1)中的参数 d 的变化而

变化. 这样当调节可调电阻 R11 时, 可以通过示波

器观测到混沌吸引子或周期吸引子的相轨迹, 本

文分别给出了 x-y和 y-z平面的混沌吸引子、双周

期吸引子和单周期吸引子的相轨迹图, 如图 7 所

示. 通过与数值仿真的结果比较, 可以发现分数阶

Lorenz 系统的数值仿真、分形分析、电路实现的

结果是一致的.

图 6 分数阶 Lorenz系统的模拟电路

4 结 论

采用频域传递函数近似方法, 研究了分数阶

Lorenz 系统, 分别从系统的 Lyapunov 指数图、分

岔图和吸引子相轨迹图等数值仿真分析验证了其

混沌特性. 与已有的研究不同的是, 本文发现了该

分数阶 Lorenz系统丰富的动态特性,当分数阶次从

0.7到 0.9以步长 0.1变化时,即系统维数从 2.1到
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2.7以步长 0.3变化时, 分数阶 Lorenz系统不仅都

存在混沌特性,而且也都存在周期特性. 另外,也设

计了一个模拟电路实现了分数阶次为 0.9的 Lorenz

系统,且通过示波器观测到的相轨迹图同数值仿真

分析是一致的,从物理意义上进一步验证了分数阶

Lorenz系统的混沌特性. 上述研究结果表明,在更

低维的 Lorenz 系统中也存在着混沌特性. 本文的

研究工作或许将为混沌应用提供更为丰富的分数

阶模型,为其应用提供技术上的准备.

图 7 示波器观测到的分数阶 Lorenz系统的相轨迹 (a) x-y平面混沌吸引子; (b) y-z平面混沌吸引子; (c) x-y平面双周期吸
引子; (d) y-z平面双周期混沌吸引子; (e) x-y平面单周期吸引子; (f) y-z平面单周期吸引子
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Abstract
Transfer function approximation in frequency domain is not only one of common numerical analysis methods studying portraits of

fractional-order chaotic systems, but also a main method to design their chaotic circuits. According to it, in this paper we first investigate
the chaotic characteristics of the fractional-order Lorenz system, find some more complex dynamics by analyzing Lyapunov exponents
diagrams, bifurcation diagrams and phase portraits, that is, we display the chaotic characteristics as well as periodic characteristics
of the system when changing fractional-order from 0.7 to 0.9 in steps of 0.1, and show that the chaotic motion exists in the a lower-
dimensional fractional-order Lorenz system. Then, according to transfer function approximation and the approach to designing integer-
order chaotic circuits, we also design an analog circuit to implement the fractional-order system. The resistors and capacitors in the
circuit are selected according to the system parameters and transfer function approximation in frequency domain. Some phase portraits
including chaotic attractors and periodic attractors are observed by oscilloscope, which are coincident well with numerical simulations,
and the chaotic characteristics of the fractional-order Lorenz system are further proved by the physical implementation.
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