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短波长自由电子激光器电子运动特性研究*
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短波长自由电子激光器的电子束在摇摆器中的传输通道长而狭窄,须得电子具有良好的运动特性,避免在传输

过程中产生横向发散.本文研究短波长自由电子激光器中超相对论电子在磁场具有横向分布的平面摇摆器中的三

维运动特性,用逐次逼近法推导相对论运动方程的解析表达式,非线性数值计算模拟传输过程,采用科尔莫戈罗夫

熵方法分析运动的稳定性. 结果表明: 摇摆器磁场除使电子做周期性摇摆运动外,还迭加了偏离轴线的横向漂移运

动,在没有外置的磁场聚焦系统情况下,电子将偏离轴线横向发散;但是,恰当选取电子的横向初始速度,可有效地

防止电子运动的横向发散,即使没有外置的磁场聚焦系统,也能在长达 10 m的摇摆器中顺利传输,横向位移范围不

超过 0.09 mm,而且其运动是稳定的.
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1 引 言

自由电子激光器的显著优点是其工作频率通

过调整电子束的相对论能量因子 γ 和摇摆器 (wig-

gler或者 undulator)的空间周期 λw,实现连续可调,

覆盖从微波至 γ 射线全频段 [1,2]. 自由电子激光的

研究热点之一就是利用这一优势在短波长 (含紫

外、X射线、γ 射线)产生相干辐射. 其中X射线自

由电子激光被誉为 “革命性光子源”,可用来实现单

分子成像 [3]. 近年来,短波长自由电子激光实验研

究实现突破性进展, 继 2009 年美国斯坦福加速器

中心 (SLAC)实现世界上第一台硬 X射线自由电子

激光 (波长 1.5 Å, )[4],日本同步辐射研究所于 2011

年在其 LASER自由电子激光装置上把实验波长缩

短到 1.2 Å[5], 据最新报道, 随后又缩短到 0.634 Å,

创造了波长短于 1 Å的世界最新纪录 [6]. 有关短波

长自由电子激光的理论、实验及应用研究,正在国

内外学术界、技术工程界蓬勃开展[7−15].

由于自由电子激光的工作波长与电子束的相

对论能量因子 γ 的平方成反比, 因此, 长波长 (红

外至微波段) 自由电子激光只需弱相对论电子束

(mild-relativistic electron beam, 相对论能量因子在

10以下),从工程实际讲,电子束的电流强度也就可

以做得很强 (千安培及以上量级). 低能高密度电子

束给长波长自由电子激光带来一个很大好处,即电

子的集体效应起支配性作用,使激光场获得很高增

益, 从而也就不需要很长的束 - 波互作用区 (通常

在 1 m左右);另一方面,带来的负面影响是电子之

间的排斥力很大, 为避免电子束发散, 需外置纵向

导引磁场来聚束. 这样一来, 长波长自由电子激光

器中电子在摇摆器和纵向导引磁场中的运动状态

显得较为复杂,演绎出独特的物理性质 [16−19].

与长波长情况截然不同,短波长自由电子激光

需要超相对论电子束 (ultra-relativistic electron,电子

速度十分接近光速,相对论能量因子一般在 100以

上),工程上能提供的电流强度低,激光场从高能低

密度电子束获得能量全靠电子的个体贡献,故短波

长自由电子激光的增益相对较低, 需要很长的束 -

波互作用区 (10 m左右或更长). 这样一来,尽管短
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波长自由电子激光器中电子之间的排斥力不如长

波长自由电子激光器中那样强,但是电子束传输通
道却漫长而狭窄,电子的运动状态显得格外重要.

已有文献对短波长自由电子激光器的电子在

摇摆器中的运动及稳定性进行了不少研究,但大多
假设电子非常靠近摇摆器轴线,忽略了摇摆器磁场
横向分布的影响;其中对电子运动方程中参量条件
的影响研究得多,往往忽略了对运动初始条件影响
的研究.本文就短波长自由电子激光器中超相对论
电子在磁场具有横向分布的摇摆器中的运动特性,
采用逐次逼近法推导出电子运动方程的解析解,指
出所得结果与已有文献的区别;用非线性数值计算
方法模拟电子传输过程,提出一种防止电子横向运
动发散的方法; 借助科尔莫戈罗夫熵 (Kolmogorov
entropy)讨论电子运动的稳定性. 本文所得研究结
果对认识短波长自由电子激光的物理特性具有一

定学术意义,对短波长自由电子激光工程实践也有
一定参考价值.

2 超相对论电子运动的解析分析

2.1 基本方程

短波长自由电子激光器使用的摇摆器一般由

永磁体构成, 如图 1所示. 这种平面摇摆器内部的
磁场 Bw, 从麦克斯韦方程 ∇×Bw = 0解出 (参见
文献 [1] p99):

Bx = 0, (1)

By = Bw sin(kwz)cosh(kwy), (2)

Bz = Bw cos(kwz)sinh(kwy), (3)

式中 kw = 2π/λw, Bw和 λw是摇摆器的振幅和空间

周期, sinh(kwy) 和 cosh(kwy) 分别是双曲正弦和双

曲余弦函数. (1)—(3)式含有横向变量 y,反映了偏
离摇摆器轴线的磁场实际分布.

超相对论电子的运动方程为

dγm0v

dt
=−ev×Bw, (4)

式中 m0 和 e是电子的静质量和基本电量 (物理常
数), γ 和 v 是运动电子的相对论能量因子和速度.
其中,由于磁场力不做功,电子的能量守恒,故 γ 为
运动常数. 即使如此,也难于从耦合方程组 (1)—(4)
中求解出微分方程自洽的解析解,因为 (4)式中同
时含有待求的未知函数和变量的三角函数及双曲

函数. 为此,我们用逐次逼近法来求解. 利用双曲函
数的级数表达式

sinh(kwy) = (kwy)+
(kwy)3

3!
+

(kwy)5

5!
+ · · · , (5)

cosh(kwy) = 1+
(kwy)2

2!
+

(kwy)4

4!
+ · · · , (6)

代入 (2), (3)式,得

By = Bw sin(kwz)
[

1+
(kwy)2

2!
+

(kwy)4

4!
+ · · ·

]
, (7)

Bz = Bw cos(kwz)
[
(kwy)+

(kwy)3

3!
+

(kwy)5

5!
+ · · ·

]
.

(8)

以 (kwy) 为近似标度 (approximation scale), 视
(kwy)0, (kwy)1, (kwy)2, · · · 为零阶、一阶、二阶、
· · · · · · 近似量, (7), (8)式改写为

By = B(0)
y +B(1)

y +B(2)
y + · · · , (9)

Bz = B(0)
z +B(1)

z +B(2)
z + · · · , (10)

式中上标分别代表摇摆器磁场的零级近似量:

Bx = 0

By = B(0)
y = Bw sin(kwz)

Bz = B(0)
z = 0

 , (11)

一级近似量

Bx = 0

By = B(0)
y +B(1)

y = Bw sin(kwz)

Bz = B(0)
z +B(1)

z = Bw(kwy)cos(kwz)

 , (12)

其他高阶近似量以此类推. 相应地, 电子的运动量
也分解成对应的级数展开:

v = v(0)+v(1)+v(2)+ · · · , (13)

上式中
∣∣v(0)

∣∣≫ ∣∣v(1)
∣∣≫ ∣∣v(2)

∣∣≫ ··· .

图 1 短波长自由电子激光器的超相对论电子在平面摇摆器

中传输示意图
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2.2 零级近似解

由摇摆器磁场零级近似 (11)式代入 (4)式,得
零级近似运动方程

dv(0)x

dt
=

e
γm0

v(0)z Bw sin(kwz(0)), (14)

dv(0)y

dt
= 0, (15)

dv(0)z

dt
=− e

γm0
v(0)x Bw sin(kwz(0)), (16)

设初始时刻 v(0)y

∣∣∣
t=0

= 0, y(0)
∣∣∣
t=0

= y0, 由 (15)式解
出

v(0)y = 0, y(0) = y0. (17)

由于超相对论电子的纵向速度非常接近光速 c, (14)
式可近似为

dv(0)x

dt
=

ec
γm0

Bw sin(kwct), (18)

由此解出

v(0)x =− eBw

γm0kw
cos(kwct)+C1, (19)

x(0) =− eBw

γm0k2
wc

sin(kwct)+C1t +C2, (20)

式中 C1 和 C2 为积分常数, 设初始时刻 v(0)x

∣∣∣
t=0

=

0, x(0)
∣∣∣
t=0

= x0, 代入 (19), (20) 式定出 C1 =

eBw/γm0kw, C2 = 0,再定义摇摆器参量

K =− eBw

cm0kw
, (21)

于是得到定解

v(0)x =
cK
γ

[cos(kwct)−1] , (22)

x(0) =
cK
γkw

sin(kwct)− cK
γ

t + x0. (23)

同法,设初始时刻 v(0)z

∣∣∣
t=0

= vz0, z(0)
∣∣∣
t=0

= 0,把

(22)式代入 (16)式,解出

v(0)z =−cK2

4γ2 [cos(2kwct)−1]+ vz0, (24)

z(0) =− K2

8γ2kw
sin(2kwct)+

[
vz0 +

cK2

4γ2

]
t. (25)

2.3 一级近似解

下面求解一级近似量, 来修正零级近似结果,
逼近真值.为此, 用摇摆器磁场的一级近似 (12)式

代入运动方程, 利用零级近似结果, 经过不太复杂
的计算,可得对零级运动量的修正量所满足的方程

dv(1)x

dt
=

eBw

γm0
v(0)z cos(kwz(0))sin(kwz(1))

− eBw

γm0
v(1)y kwy(1) cos(kwz(0)), (26)

dv(1)y

dt
=

eBw

γm0
v(0)x kwy(1) cos(kwz(0)), (27)

dv(1)z

dt
= − eBw

γm0
v(0)x cos(kwz(0))sin(kwz(1)). (28)

先由 (22)式代入 (27)式,并考虑到超相对论电
子的 γ2 很大, z(0) ≈ vz0t ≈ ct,得到

dv(1)y

dt
=−c2k2

wK2

γ2 cos2(kwz(0))y(1), (29)

上式中 cos(kwz(0)) 在 0—1 之间周期性变化, 因
z(0) ≈ vz0t ≈ ct, 其时间变化周期为 2π/kwc, 相应
的时间变化频率为 c/λw, 是一个快变化量 (此处 c

代表真空中光速), 通过对 (29) 式两边在摇摆器周

期 λw 内求平均值
1

λw

∫ λw

0
[· · · ] dz(0),可剔除 (29)式

中的快变化影响,得到

dv(1)y

dt
=−c2k2

wK2

2γ2 y(1). (30)

令

ω1 =

∣∣∣∣ckwK√
2γ

∣∣∣∣ , (31)

(30)式改写为

d2y(1)

dt2 =−ω2
1 y(1), (32)

(32) 式表明: 如果 v(1)y 和 y(1) 的初始时刻值为零,
则 v(1)y ≡ 0, y(1) ≡ 0; 即使初始时刻 v(1)y = v(1)y,0 和

y(1) = y(1)0 均不为零. (30), (32)式也对应周期解:

v(1)y = v(1)y,0 cos(ω1t),

y(1) = v(1)y,0 sin(ω1t)+ y(1)0 . (33)

换言之, 电子在 y 方向的运动, 绝不会产生偏离轴
线的发散运动, y(1) 的空间周期 λ1 =

√
2γλw/K 是

摇摆器周期 λw 的
√

2γ/K 倍,非常大.
再把 (22) 式代入 (28) 式, 两边在摇摆器周期

λw 内求平均值
1

λw

∫ λw

0
· · · dz(0) 剔除快速变化影响,

得到

d2z(1)

dt2 = ω2
1 z(1), (34)
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如果 v(1)z 和 z(1) 的初始时刻值为零, 则 v(1)z ≡ 0,
z(1) ≡ 0;即使初始时刻 v(1)z = v(1)z,0 和 z(1) = z(1)0 的值

均不为零. (34)式解出一级修正值

z(1) =
1
2

(
z(1)0 + v(1)z,0/ω1

)
eω1t

+
1
2

(
z(1)0 − v(1)z,0/ω1

)
e−ω1t , (35)

v(1)z =
ω1

2

(
z(1)0 + v(1)z,0/ω1

)
eω1t

− ω1

2

(
z(1)0 − v(1)z,0/ω1

)
e−ω1t . (36)

由于超相对论电子的纵向速度非常接近光速,其纵
向运动 (z ≈ vz0t) 起支配作用, 故 (35) 和 (36) 式所
示修正值不会对电子的纵向运动产生实质性影响.
最后求解 (26)式. 如上分析,在 y方向和 z方

向的修正值 y(1), v(1)y , z(1) 对超相对论电子的运动
影响甚微,故可视 sin(kwz(1)) ≈ 0, v(1)y y(1) ≈ 0,从而
(26)式简化为

dv(1)x

dt
.
= 0, 或者

d2x(1)

dt2
.
= 0. (37)

如果 v(1)x 和 x(1) 的初始时刻值为零, 则 v(1)x ≡ 0,
x(1) ≡ 0;如果初始时刻 v(1)x = v(1)x,0 和 x(1) = x(1)0 均不

为零, (37)式给出线性一级修正值

v(1)x = v(1)x,0 , x(1) = v(1)x,0t + x(1)0 . (38)

2.4 物理意义

以上解析结果给出重要信息:电子运动在 y方

向会出现振幅微小的周期性运动,但不可能产生实
质性发散;在 z方向以接近光速的初速度运动,也不
会对电子的传输产生实质性影响; 但是, (23) 式指
明,电子在 x方向的运动是 (23)式右边第一项所示
的周期性摇摆运动和第二项所示的线性漂移运动

的叠加,后者使电子在 x方向持续产生偏离摇摆器

轴线的横向发散.这一结果与先前的理论分析有很
大不同:以前的解析分析强调摇摆器对电子周期性
调制作用,忽略了摇摆器磁场引起的横向发散副作
用 (例如文献 [20]第 (16)式中仅含周期性变化项,
没有发散项).该结果为下一节的非线性数值模拟所
证实.

3 传输过程的非线性数值模拟分析

本节非线性数值模拟摇摆器磁场对电子运动

的调制和发散双重作用,采用四阶龙格 -库塔法数
值求解耦合微分方程组 (1)—(4) 式, 用 Fortran 语

言编写程序.在数值计算中,以摇摆器周期的 10−6

量级为迭代步长, 精细模拟电子在摇摆器中的运
动状态. 在模拟计算中, 按惯例将自变量时间 t 通

过关系式 dt = v−1
z dz 变换成 z. 算例参数取自最

近美国布鲁海文国家实验室 (Brookhaven National
Laboratory) 的实验 [14,21]: 摇摆器空间周期 λw =

3.89 cm,幅值 Bw = 3028 G,长度 L = 1000 cm,电子
束相对论能量因子 γ = 201, 束流 Ib = 350 A,束斑
Rb = 0.015 cm.

图 2 摇摆器中超相对论电子在 x 方向的位置坐标沿纵向的演
化曲线 摇摆器空间周期 λw = 3.89 cm, 幅值 Bw = 3028 G, 长度
L = 1000 cm,电子束相对论能量因子 γ = 201,束流 Ib = 350 A,束
斑 Rb = 0.015 cm;电子的初始值为: βx0 = vx0/c = 0, βy0 = vy0/c = 0,
x0 = 0, y0 = 0,图 (b)示出在靠入口 1 m内的细节

图 2(a) 示出电子在 x 方向的运动沿纵向的演

化情况,图 2(b)示出前 1 m的细节,此处假设初始
时刻电子处在摇摆器轴线上 (x0 = 0, y0 = 0), 且无
横向速度 (βx0 = vx0/c = 0, βy0 = vy0/c = 0). 图中清
楚显示电子的周期性运动上叠加了横向漂移运动.
大约在 z = 550 cm处横向位置就开始超出束斑范
围 (0.015 cm),在出口处横向位置达 0.075 cm,已严
重超出束斑范围,印证了上节解析分析所得电子在
x方向会产生发散的结论.电子在 y方向的运动沿

纵向的演化情况如图 3所示,与上节解析结果一致,
的确电子在 y 方向的位移非常微小, 在 10−19 cm
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量级.

图 3 摇摆器中超相对论电子在 y方向的位置坐标沿纵向的
演化曲线 (参数及初始条件与图 2相同)

在短波长自由电子激光器中,为防止电子束横
向发散,通常采用外置的磁场聚焦系统 (quadrupole
magnets/dipole magnets, 例如文献 [22]). 下面的模
拟结果显示, 在没有外置的磁场聚焦系统情况下,
通过恰当选取电子的初始速度, 仍然可以有效地
防止电子束横向发散. 为此, 我们采用与图 2 和图
3 完全相同的计算条件, 只是对 x 方向速度取不
同的初始值, 来比较其对电子传输的影响. 如图 4
所示, 当选取 vx 的初始值 vx0 = −2.1× 103 m/s (即
βx0 = vx0/c = −7× 10−6), 电子的离轴漂移被矫正,
在长达 10 m的传输距离中, 其横向位置的范围始
终不超过 0.09 mm. 相应的 y方向位移仍然保持在
10−19 cm量级 (限于篇幅未给出其曲线图).

图 4 电子的 x方向速度初始值对电子在摇摆器中传输的影
响 (除电子的 x方向速度初始值取图中所示值外,所用参数及
其余初始条件与图 2和图 3完全相同)

4 超相对论电子运动的稳定性

科尔莫戈罗夫熵是一种研究微分方程解的稳

定性的常用方法. 具体到本文的运动稳定性研究,
就是从运动方程求解出电子的位形 x, y, z 和速度
vx, vy, vz,在六维相空间 (x,y,z,vx,vy,vz)框架跟踪计

算初始条件具有微小差别的两条相轨道之间的距

离

|d(t)|=
[
(x12)

2 +(y12)
2 +(z12)

2

+(vx12)
2 +(vy12)

2 +(vz12)
2
]1/2

, (39)

对应的极限即为科尔莫戈罗夫熵

k = lim
t→∞

|d0|→0

(
1
t

)
ln
(
|d(t)|
|d0|

)
, (40)

式中 (x12) = x1 − x2, (y12) = y1 − y2, (z12) = z1 − z2,
(vx12) = vx1−vx2, (vy12) = vy1−vy2, (vz12) = vz1−vz2,
下标 1 和 2 分别代表具有初始条件 1 和初始条
件 2 的两个电子的位形及速度量, |d0| = |d(t = 0)|
是这两个电子的相轨道之间的初始距离. 显然,
k > 0 表明所考察的两条相轨道之间的距离相对
其初始距离成指数增加, 运动处于不稳定状态;
k < 0 表明所考察的两条相轨道之间的距离比起
其初始距离成指数减小,运动处于稳定状态; k = 0
则表明所考察的两条相轨道之间的距离保持其

初始距离值, 运动处于稳定与不稳定的临界状
态. 在数值计算时, 可由恒等式 dt/dz = 1/vz 通

过 t 与 z 变量互易把 z 换成自变量 [19,23]. 本文取
|d0| = 10−7 数量级等效于 |d0| → 0. 设摇摆器有限
长度 L = Mh .

= v̄z0t, v̄z0 是电子的平均纵向速度, M

和 h为数值计算的迭代次数和迭代步长. 本文算例,
L = 10 m,取 M = 109 等效于 t → ∞,相应的迭代步
长为 h = L/M = 10 m/109 = 10−6 cm, 远远小于摇
摆器周期 3.89 cm,精细地描述了相轨道的演化.

图 5 初始值 vx0 =−2.1×103 m/s (即 βx0 = vx0/c =−7×10−6)
和 vx0 = 0 (即 βx0 = vx0/c = 0)两种运动情况的科尔莫戈罗夫
熵 (计算参数与图 4中完全相同)

图 5给出对应图 4中 vx的初始值 vx0 =−2.1×
103 m/s (即 βx0 = vx0/c = −7× 10−6)和 vx0 = 0 (即
βx0 = vx0/c = 0) 两种运动情况的科尔莫戈罗夫熵
随迭代次数的演化曲线. 从图中可以看出, 前者的
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科尔莫戈罗夫熵小于零, 比后者更小, 表明选取初

始值 vx0 = −2.1× 103 m/s 不仅有效地抑制了电子

运动的横向发散, 而且运动具有很好的稳定性, 电

子可以在长达 10 m的摇摆器中稳定传输.

5 结 论

本文从解析分析、非线性模拟、稳定性分析

三个方面,较全面地研究了短波长自由电子激光器

的超相对论电子,在具有横向分布的平面摇摆器中

的运动特性. 结果表明:

1) 摇摆器磁场迫使电子做周期性摇摆运动的
同时,还给电子叠加了偏离摇摆器轴线的横向漂移
运动;在没有外置的磁场聚焦系统情况下, 漂移运
动使电子运动产生横向发散,不能在摇摆器中正常
传输;

2)恰当地选取电子的初始横向速度值,可以有
效地抑制摇摆器叠加给电子的偏离摇摆器轴线的

横向漂移运动,电子可以在没有外置的磁场聚焦系
统情况下, 在极为狭长 (例如长 10 m, 窄 0.09 mm)
的通道正常传输,而且其运动的科尔莫戈罗夫熵小
于零,具有很好的稳定性.
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Abstract
Transport channel of the electron beam in a short-wavelength free-electron laser is quite narrow and long, which is needed for

the electrons to have excellent motion feature so as to prevent the transverse divergence. In this paper the characteristics of the
ultra-relativistic electron motion in a planar wiggler filed with transverse distribution are studied by analytical derivation, nonlinear
simulations and Kolmogorov entropy calculations. Results show that the wiggler not only forces the electron to periodically wiggle
on the transverse plane, but also superpose a transverse shift motion leaving away from the wiggler axis, which leads to the transverse
divergence of the electron motion in the absence of an external magnetic focusing system. However, it is shown that the proper choice
of the initial value of the electron transverse velocity could suppress the transverse motion divergence, where the electron can smoothly
pass through a narrow and long channel with a length of 10 m and a width of 0.09 mm and the electron motion is stable even if there
is no external magnetic focusing system.

Keywords: short-wavelength free-electron laser, planar wiggler, ultra-relativistic electron motion, motion stability
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