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多色部分相干偏心光束在 non-Kolmogorov

湍流中的传输*
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推导了多色部分相干偏心光束在 non-Kolmogorov湍流中传输的总光强、轴上光谱、相干度的解析表达式,研

究了光束偏心参数 β、湍流广义指数 α 和源光谱带宽 Ω 对激光传输特性的影响.研究表明: β 越大,则光束重心偏

离传输轴越远,相干度的不对称性越明显,但是, β 对轴上光谱几乎没有影响;湍流广义指数 α 对总光强、轴上光谱
和相干长度的影响是非单调的,当 α = 3.1时,湍流对光束传输特性的影响最大.值得指出的是: 在某些传输距离处,

不同 α 对应的轴上光谱位移量相同;在某些传输距离处,轴上光谱位移量为零,且该传输距离与 Ω 无关,但湍流使

得该传输距离缩短. 所得结论对多色部分相干偏心光束在湍流大气中传输的相关应用具有重要意义.
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1 引 言

激光在光通信、遥感、监测等方面具有越来越

广泛的应用,因此研究激光光束在大气湍流中的传

输特性具有重要的意义 [1,2]. 长期以来, Kolmogorov

湍流模型一直被人们所接受并得到了广泛的应

用[1−9]. 然而, 最近实验结果表明: 实际大气湍流

与通常的 Kolmogorov功率谱描述的湍流具有较大

的偏差 [10−12]. 这种偏差通常是由于高层大气的重

力或射流引起的,大气呈现出不均匀性或各向异性

等特征,湍流的功率谱通常与高度等因素有关 [13].

对于垂直或倾斜传输湍流表现出非常明显的 non-

Kolmogorov湍流特征. Toselli等 [14,15] 通过引入广

义指数 α 和广义振幅因子来描述 non-Kolmogorov

湍流的功率谱.当 α = 11/3时,该 non-Kolmogorov

功率谱简化为通常的 Kolmogorov功率谱.最近,基

于该 non-Kolmogorov湍流模型,对激光在这种大气

湍流中传输开展了一些研究 [16−21].
非稳光学谐振腔产生的激光束一般来说是偏

心的. 迄今为止,大多数研究都局限于中心对称光

束的传输特性 [3−9,16−21],而对偏心光束传输特性的

研究涉及甚少 [22−24]. 另一方面,研究表明: 激光的

多色性在某些应用中具有一定的优势 [25,26]. 然而,

多色部分相干偏心光束在湍流中传输特性的研究

还未涉及. 本文基于广义 Huygens-Fresnel 原理和

Toselli等提出的 non-Kolmogorov湍流模型,研究了

光束偏心参数 β、湍流广义指数 α 和源光谱带宽
Ω 对多色部分相干偏心光束在 non-Kolmogorov湍

流中传输的总光强、轴上光谱和相干度的影响,得

到了一些有意义的结果.

2 理论模型

2.1 交叉谱密度函数

平顶光束的场振幅在 z = 0 平面上可表示

为 [27]

EFT
(
x′,y′,0

)
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=
M

∑
m=1

M

∑
n=1

αmαn exp

[
−
(

mpm
x′2

w2
0
+npn

y′2

w2
0

)]
, (1)

式中 w0 为对应的高斯束腰宽度, M 为平顶光束的

阶数. 且

αt = (−1)t+1 M!
t!(M− t)!

,

pt =
M

∑
t=1

αt

t
, (t = m,n). (2)

本文中,设偏心光束场分布在 x方向上是线性

非均匀的,因此在 z = 0平面的场振幅可表示为

E(x′,y′,0) = (1−βx′)EFT
(
x′,y′,0

)
, (3)

式中 β 称为偏心参数,它反映光束偏离中心的程度.

β 越大,表明光束振幅沿 x方向倾斜越大.当 β = 0

时, (3)式则简化为平顶光束的场振幅.

引 入 一 个 高 斯 型 的 谱 相 干 度

µ(x′1,x′2,y′1,y′2,0) = exp{−[(x′1 − x′2)
2 + (y′1 −

y′2)
2]/2σ2

0 }, 可将完全相干光束拓展到部分相干

光束,其中 σ0 为 z = 0处的空间相干长度.因此,多

色部分相干偏心光束在 z = 0平面上的交叉谱密度

函数可表示为

W
(
x′1,x

′
2,y

′
1,y

′
1,z = 0,ω

)
= S(0) (ω)E

(
x′1,y

′
1,0
)

E∗ (x′2,y′2,0)
×µ

(
x′1,x

′
2,y

′
1,y

′
1,0
)
, (4)

式中 S(0)(ω)为源光谱, ω 为圆频率.本文设 S(0)(ω)

具有高斯形式, 即 S(0)(ω) = exp[−(ω −ω0)/2Ω 2],

ω0 为谱中心频率, Ω 为光谱带宽.

基于广义 Huygens-Fresnel 原理, 多色部分相

干偏心光束在大气湍流中传输的交叉谱密度函数

为[1]

W (x1,x2,y1,y2,z,ω)

=
( k

2πz

)2 ∫∫∫∫
dx′1dx′2dy′1dy′2

×W
(
x′1,x

′
2,y

′
1,y

′
2,z = 0,ω

)
× exp

{(
ik
2z

)[(
x1 − x′1

)2 −
(
x2 − x′2

)2
]}

× exp
{(

ik
2z

)[(
y1 − y′1

)2 −
(
y2 − y′2

)2
]}

×
⟨

exp
[
ψ
(
x′1,y

′
1,x1,y1

)
+ψ∗(x′2,y′2,x2,y2

)]⟩
m
, (5)

式中 k 为波数, k = ω/c (c 为真空中的光速),

ψ(x′,y′,x,y) 是依赖于湍流介质的复相位结构函

数, ⟨ ⟩m 表示湍流大气统计的系综平均. 且 [17]⟨
exp
[
ψ
(
x′1,y

′
1,x1,y1

)
+ψ∗ (x′2,y′2,x2,y2

)]⟩
m

=exp
(
−π

2k2zG
3

∫ ∞

0
κ3ϕn(κ)dκ

)
, (6)

式 中 G = (x′1 − x′2)
2 + (x′1 − x′2)(x1 − x2) +

(x1 − x2)
2 + (y′1 − y′2)

2 + (y′1 − y′2)(y1 − y2) +

(y1 − y2)
2, ϕn(κ) 为湍流大气介质的折射率起伏

空间功率谱函数.
本文中, 大气湍流采用 non-Kolmogorov 统计,

且功率谱函数 ϕn (κ)具有 von-Karman形式,即 [14]

ϕn (κ) = A(α)C̃2
n

exp
(
−κ2/κ2

m
)(

κ2 +κ2
0

)α/2

0 6 κ < ∞, 3 < α < 4, (7)

式中 κ0 = 2π/L0, L0为湍流的外尺度, κm = c(α)/l0,

l0 为湍流的内尺度, C̃2
n 为广义折射率结构函数,单

位为 m3−α . 且 [14]

c(α) =

[
Γ
(

5−α
2

)
A(α)

2
3
π

]1/(α−5)

,

A(α) =
1

4π2 Γ (α −1)cos
(απ

2

)
, (8)

Γ (·) 为 Gamma 函数. α 为湍流广义参数, 当

α = 11/3时, A(11/3) = 0.033, C̃2
n = C2

n , (7)式简化

为通常的 Kolmogorov 湍流功率谱. 本文数值计算

时取 L0 = 1 m, l0 = 0.01 m.
将 (6)—(8) 式代入 (5) 式, 并经过复杂的积分

运算后,得到多色部分相干偏心光束在大气湍流中

传输的交叉谱密度函数为

W (x1,x2,y1,y2,z,ω)

=

(
k
2z

)2

S(0) (ω)
M

∑
m1=1

M

∑
m2=1

M

∑
n1=1

M

∑
n2=1

αm1αm2αn1αn2

A1B1A2B2

×
[

1+
β 2η1

2B2
1
+

βF1

A1
+

β 2η1F2

B2
1

− βF2

B1

(
1+η1 +

βF1

A1

)]
× exp

[
F1 +F2 +F3 +F4 +

ik
(
x2

1 − x2
2 + y2

1 − y2
2
)

2z

− (x1 − x2)
2 +(y1 − y2)

2

ρ2

]
, (9)

式中

F1 =
1

2A1

(
x1 − x2

ρ2 +
ikx1

z

)
, (10)
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F2 =
1

2B1

[
(x1 − x2)(1−η1)

ρ2 +
ik (x2 −η1x1)

z

]
,

(11)

ρ−2 = π2k2zT/3, T =
∫ ∞

0
κ3ϕn(κ)dκ, (12)

A2
1 =

m1 pm1

w2
0

+
1

2σ2
0
+

1
ρ2 −

ik
2z

, (13)

B2
1 =

m2 pm2

w2
0

+
1

2σ2
0
+

1
ρ2 +

ik
2z

−η2
1 A2

1, (14)

η1 =
1

2A2
1

(
1

σ2
0
+

2
ρ2

)
, (15)

F3, F4只需将 F1, F2中的 x, A1, B1, η1分别替换为 y,

A2, B2, η2 即可得到, A2 只需将 A1 中的 m替换为 n

即可得到, B2 只需将 B1 中的 m, A1, η1 分别替换为

n, A2, η2 即可得到, η2 只需将 η1 中的 A1 分别替换

为 A2 即可得到.

2.2 总光强

(9)式中令 x1 = x2 = x, y1 = y2 = y,则多色部分

相干偏心光束通过 non-Kolmogorov 湍流传输至 z

平面处的谱强度为

S (x,y,z,ω)

= W (x,x,y,y,z,ω)

=

(
k
2z

)2

S(0) (ω)
M

∑
m1=1

M

∑
m2=1

M

∑
n1=1

M

∑
n2=1

αm1αm2αn1αn2

A1B1A2B2

×
[

1+
β 2η1

2B2
1
− βx

2A2
1B2

1

(
ikP2

w2
0z

+
k2

z2

)
+

β 2k2x2

4A4
1B4

1z2

(
R1

w4
0
+

k2

4z2 +
ikP2

2w2
0z

)]
× exp

(
− P1k2x2

4A2
1B2

1z2w2
0
− Q1k2y2

4A2
2B2

2z2w2
0

)
, (16)

其中 P1 = m1 pm1 +m2 pm2 , P2 = m1 pm1 −m2 pm2 , R1 =

m1 pm1m2 pm2 , Q1 = n1 pn1 +n2 pn2 .

由 (16) 式可知, 多色部分相干偏心光束通过

non-Kolmogorov湍流传输至 z平面处的总光强为

I(x,y,z) =
∫ ∞

0
S(x,y,z,ω)dω . (17)

在激光理论中,光束的一阶矩表示光束的重心

位置,即

x̄ =

∫∫
xI (x,y,z)dxdy∫∫
I (x,y,z)dxdy

,

ȳ =

∫∫
yI (x,y,z)dxdy∫∫
I (x,y,z)dxdy

. (18)

将 (17)式结合 (16)式代入 (18)式,则多色部分

相干偏心光束通过大气湍流传输的重心位置为

x̄ =−2βw2
0

(
M
∑

m1=1

M
∑

m2=1
αm1αm2

1

P3/2
1

)
(

M
∑

m1=1

M
∑

m2=1
αm1αm2

2P1 +β 2w2
0

P3/2
1

) ,

ȳ = 0. (19)

从 (19)式可知: x̄与 α , Ω , σ0 无关,与 β 有关,

且 β 越大,重心偏离中心越严重; x̄和 ȳ与传输距离

z和湍流无关,而由初始场确定.

图 1 归一化总光强 I(x,0,z) 随偏心参数 β 的变化, Ω =

0.6×1015 rad/s, z = 1.6 km

本文中, 由于多色部分相干偏心光束的非均

匀性只体现在 x 方向上, 所以数值计算时, 我们

只需考虑各物理量在 x 方向上的变化情况. 图

1—3 给出了 1.6 km 处归一化总光强 I(x,0,z) 随

β , α , Ω 的变化, 其中 M = 12, w0 = 0.05 m, σ0 =

0.05 m, ω0 = 3.0× 1015 rad/s. 由图 1(a)和 (b)可以

得出:不管是在自由空间还是湍流空间中, 偏心参
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数 β 越大,总光强偏离中心越严重. 由图 2可知: 当

α < 3.1时, 总光强受湍流的影响随 α 的增大而增
大;当 α > 3.1时,总光强受湍流的影响随 α 的增大
而减小. 这说明: 当 α = 3.1时,总光强受到湍流的

影响最大, 且此时总光强为离轴的类高斯分布. 在

自由空间中, Ω 对总光强有影响 (见图 3(a));而在湍

流中 (见图 3(b))总光强几乎不受带宽 Ω 的影响.

图 2 归一化总光强 I(x,0,z) 随湍流广义指数 α 的变化,
Ω = 0.6×1015 rad/s, z = 1.6 km, C̃2

n = 10−14 m3−α , β = 5 m−1

图 3 归一化总光强 I(x,0,z)随源光谱带宽 Ω 的变化, z = 1.6 km,
β = 5 m−1

2.3 传输轴上谱强度

(17)式中令 x = y = 0,可得多色部分相干偏心

光束在传输轴上的谱强度为

S(0,0,z,ω) =

(
k
2z

)2

S(0)(ω)

×
M

∑
m1=1

M

∑
m2=1

M

∑
n1=1

M

∑
n2=1

αm1αm2αn1αn2

A1B1A2B2

×
(

1+
β 2η1

2B2
1

)
. (20)

图 4 和图 5 给出了在 z = 10 km 处轴上光谱随 β
和 α 的变化, 参数取为 M = 12, w0 = 0.05 m, σ0 =

0.05 m, ω0 = 3.0×1015 rad/s. 图 4(a)和 (b)说明: 不

管是在自由空间还是在湍流大气中, 轴上光谱都

发生了蓝移. 不同 β 的光谱几乎重合, 即偏心参

数几乎不会影响轴上光谱分布.由图 5可知: 在湍

流中,当 α > 3.1时轴上光谱的蓝移量随 α 的增大
而增大, 当 α < 3.1 时却随 α 的增大而减小, 即在

α = 3.1时轴上光谱的蓝移量最小. 还可看出,大气

湍流中光谱位移量比自由空间中的要小.

图 4 轴上光谱 S(0,0,z,ω) 随偏心参数 β 的变化, Ω =

0.6×1015 rad/s, z = 10 km
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图 5 轴上光谱 S(0,0,z,ω) 随湍流广义指数 α 的变化,
C̃2

n = 10−16 m3−α , z = 10 km, Ω = 0.6×1015 rad/s, β = 5 m−1

图 6 轴上光谱位移量 ∆ω 随偏心参数 β 的变化, Ω =

0.6×1015 rad/s

图 7 轴上光谱位移量 ∆ω 随湍流广义指数 α 的变化,
C̃2

n = 10−15 m3−α , Ω = 0.6×1015 rad/s, β = 5 m−1

为了说明多色部分相干偏心光束轴上光谱位

移的大小, 定义轴上光谱位移量为 ∆ω = ωm −ω0,

其中 ωm 为轴上谱强度最大时的圆频率.图 6—8分

别给出了多色部分相干偏心光束轴上光谱位移量

随 β , α 和 Ω 的变化,参数取值与图 4和图 5相同.

图 8 轴上光谱位移量 ∆ω 随源光谱带宽 Ω 的变化, β = 5 m−1

图 6(a) 和 (b) 表明: 无论是自由空间还是在

湍流中, 轴上光谱随着传输距离增大先出现蓝移

再发生红移最后又转为蓝移, 轴上光谱位移量 ∆ω
与偏心参数 β 几乎无关.图 7可以看出,湍流中的

∆ω 比自由空间中的小. 在湍流中, 当 α < 3.1 时

∆ω 随 α 增大而减小, 当 α > 3.1时 ∆ω 随 α 增大
而增大. 这说明, 当 α = 3.1 时轴上光谱位移量最

小. 有趣的是, 大约在 z = 1.9 km 和 5.2 km 时, 不

同 α 具有相同的 ∆ω = −0.024× 1015 rad/s (红移)

和0.018×1015 rad/s (蓝移). 图 8(a)说明: 无论在自

由空间中还是湍流中, 源光谱带宽 Ω 很小时轴上
光谱几乎不会发生移动,但光谱位移量 ∆ω 随 Ω 的
增大而增大. 一个有趣的现象是, 存在特殊的传输

距离,在该距离处不同 Ω 对应的 ∆ω 均为零 (即无

光谱移动).例如,自由空间中, z = 1.7 km和 4.9 km

时,不同 Ω 对应的 ∆ω = 0;大气湍流中, z = 1.5 km
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和 4.0 km时,不同 Ω 对应的 ∆ω = 0. 显然,湍流使

得不同 Ω 光束达到 ∆ω = 0所需传输距离更短.

2.4 相干度

对 于 z 平 面 上 任 意 两 点 Q1(x1,y1,z),

Q2(x2,y2,z)的相干度定义为 [1]

µ(x1,x2,y1,y2,z,ω)

=
W (x1,x2,y1,y2,z,ω)

[S(x1,y1,z,ω)S(x2,y2,z,ω)]1/2 . (21)

本文中,考虑 z平面上关于轴上点 P1(0,0,z)与

轴外点 P2(x,0,z)两点的相干度,则

µ(0,x,z) =
W (0,x,0,0,z,ω)

[S(0,0,z,ω)S(x,0,z,ω)]1/2

=
H1

(H2H3)1/2 , (22)

其中

H1 =
M

∑
m1=1

M

∑
m2=1

αm1αm2

A1B1

[
βx
2B2

1

(
1−η1

ρ2 − ik
z

)
×
(

1+η1 −
βx

2A2
1ρ2 −

βxη1

2B2
1

(
ik
z
− 1−η1

ρ2

))
− βx

2A2
1ρ2 +1+

β 2η1

2B2
1

]
× exp

[
P1x2

4A2
1B2

1ρ4w2
0
−
(

1
ρ2 +

ik
2z

)
x2

− k2x2

4B2
1z2 −

ikx2(1−η1)

2B2
1ρ2z

]
, (23)

H2 =
M

∑
m1=1

M

∑
m2=1

αm1αm2

A1B1

(
1+

β 2η1

2B2
1

)
, (24)

H3 =
M

∑
m1=1

M

∑
m2=1

αm1αm2

A1B1

[
1+

β 2η1

2B2
1

− βx
2A2

1B2
1

(
ikP2

w2
0z

+
k2

z2

)
+

β 2k2x2

4A4
1B4

1z2

(
R1

w4
0
+

k2

4z2 +
ikP2

2w2
0z

)]
× exp

(
− P1k2x2

4A2
1B2

1z2w2
0

)
. (25)

(22)式表明, µ(0,x,z)与 β , α 等有关, 与源光谱带

宽 Ω 无关.

图 9 和图 10 给出了多色部分相干偏心光束

相干度的绝对值 |µ(0,x,z)| 随 β , α 的变化, 数值

计算参数取为 M = 12, w0 = 0.05 m, σ0 = 0.05 m,

ω = ω0 = 3.0× 1015 rad/s, z = 6 km. 由图 9(a) 可

以看出: 当 β = 0 时, |µ(0,x,z)| 关于原点对称. 当

β ̸= 0时, |µ(0,x,z)|关于原点不对称, β 越大,不对

称性越明显. 但在湍流中 |µ(0,x,z)|的不对称性减
弱 (见图 9(b)). 图 10表明: 当 α < 3.1时,相干长度

随 α 增大而减小; 当 α > 3.1时, 相干长度随 α 增

大而增大.这说明: 当 α = 3.1时多色部分相干偏心

光束的相干长度最短. 图 10还表明,湍流中的相干

长度小于自由空间中的相干长度.

图 9 相干度 |µ(0,x,z)|随偏心参数 β 的变化

图 10 相干度 |µ(0,x,z)|随湍流广义指数 α 的变化, β = 5 m−1,
C̃2

n = 10−15 m3−α
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3 结 论

本文基于广义 Huygens-Fresnel 原理和 Toselli

等提出的 non-Kolmogorov 湍流模型, 推导了多色

部分相干偏心光束在 non- Kolmogorov湍流中传输

的总光强、轴上光谱、相干度的解析公式. 当湍流

广义指数 α = 11/3 时, 多色部分相干偏心光束在

Kolmogorov湍流中的传输公式可作为本文所得公

式的特例给出.本文着重研究了偏心参数 β、湍流
广义指数 α 和源光谱带宽 Ω 对光束传输特性的影
响.主要结论如下: 1)光束重心位置与传输距离和

湍流均无关, β 越大,则光束重心偏离中心越严重,

相干度不对称性越明显, 但 β 对光束轴上光谱几
乎没有影响; 2)光束在 non- Kolmogorov湍流中传

输时,湍流广义指数 α 对光束总光强、轴上光谱和
相干长度的影响是非单调的,当 α = 3.1时,总光强

的演化速度最快,轴上光谱位移量 ∆ω 和相干长度
都最小,也就是说,当 α = 3.1时,多色部分相干偏

心光束受到湍流的影响是最大的; 3)在自由空间中

Ω 对总光强有影响,而在湍流中 Ω 对总光强几乎
没有影响, Ω 对光束相干度没有影响,光谱位移量

∆ω 均随 Ω 增大而增大,且湍流中 ∆ω 比自由空间
中 ∆ω 要小. 特别值得指出的是: 在某些传输距离

处,不同湍流广义指数 α 对应的轴上光谱位移量相
同;在某些传输距离处,轴上光谱位移量为零,且该

传输距离与 Ω 无关,但湍流使得该传输距离缩短.

本文所得结论对多色部分相干偏心光束在湍流大

气中传输的相关应用具有重要意义.
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Abstract
In this paper, the analytical expressions for the total intensity, the on-axis spectrum and the degree of coherence of polychromatic

partially coherent decentred laser beams propagating in non-Kolmogorov turbulence are derived. The influences of the beam decentred
parameter β , the fractal constant α of the atmospheric power spectrum, and the bandwidth Ω of spectrum on propagation property are
studied. It is shown that the larger the value of β , the bigger the deviation of centre of beam gravity from the propagation axiis, and the
more unsymmetrical the coherence degree is. However, the on-axis spectrum is nearly independent of β . The influence of α on total
intensity, on-axis spectrum and coherence degree is non-monotonic. When α = 3.1, the propagation properties are most affected by
turbulence. It is mentioned that at certain propagation distances, the shifts of on-axis spectrum are the same for different values of α .
Furthermore, the on-axis spectral shift disappears at other propagation distances which are independent of Ω , and these propagation
distances decrease due to turbulence. The results obtained in this paper will be useful for the applications of polychromatic partially
coherent decentred laser beams propagating in non-Kolmogorov turbulence.

Keywords: non-Kolmogorov turbulence, polychromatic partially coherent decentred laser beam, spectrum inten-
sity, coherence degree
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