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微平行管道内 Jeffrey流体的非定常电渗流动*
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研究了微平行管道内线性黏弹性流体的非定常电渗流动,其中线性黏弹性流体的本构关系是由 Jeffrey流体模

型来描述的. 利用 Laplace变换法,求解了线性化的 Poisson-Boltzmann方程、非定常的柯西动量方程和 Jeffrey流体

本构方程,给出了黏弹性 Jeffrey流体电渗速度的解析表达式,分析了无量纲弛豫时间 λ1 和滞后时间 λ2 对速度剖面

的影响.发现滞后时间为零时,弛豫时间越小,速度剖面图越接近牛顿流体的速度剖面图;随着弛豫时间和滞后时间

的增加,速度振幅也变得越来越大,随着时间的增加,速度逐渐趋于恒定.
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1 引 言

微流体力学是指在微尺度管道内流体的流动

问题,近年来由于它在物理、生物、医学和化学等

多学科领域的广泛应用, 如喷墨打印头、DNA 分

析、样本检测和医学诊断等,使其成为快速发展的

科学前沿领域之一 [1]. 与宏观尺度流体流动相比,

微流体管道特征尺度的减小导致面力远远大于体

力,这使得微流体力学表现出不同于宏观尺度流体

流动的新的特性,如微尺度效应、滑移效应、表面

力及毛细效应、快速热传导效应等 [2]. 目前微流体

的驱动和控制技术种类很多,采用的原理不尽相同.

通常用来驱动微管道中流体流动的机制有压力梯

度、表面张力、外电场、外部磁场以及高频声波

驱动等 [3]. 利用外电场来控制微管道内流体流动是

目前微流体研究领域通常采用的形式.
一般而言,绝大多数物质与极性溶液相接触时,

往往在表面产生负电荷.这种现象会影响壁面附近

的离子在溶液内的分布,与壁面极性相反的异性离

子会被吸引到壁面; 同性离子受到排斥而远离壁

面,从而形成双电层 (electric double-layer, EDL).当

微管道两端施加外电场时,双电层中的离子将会受

到电场力的作用而运动.这是由于流体黏性的作用,

移动的自由离子将会带动附近流体微团运动,最终

形成了电渗流 (electroosmotic flow, EOF) [4]. 由于其

操作简单、可控性好且流速剖面较为平整而减小

了轴向的扩散、不需要机械外力驱动等优点,近年

来得到了国内外广泛的研究和应用,主要被用于生

物、化学和制药领域.

在各种几何形状的微管道中, 完全发展的牛

顿流体 EOF 问题在理论与实验方面已有很多研

究 [5−10]. 然而, 这种定常的电渗流动问题要求较

高电压和较大场强, 可能给实验条件带来诸多困

难. 最近, 利用交流电场驱动作为微流体力学驱动

机制的 EOF引起了很多学者的极大兴趣. Dutta和

Beskok[11] 最早研究了两个平行板之间的周期 EOF,

并且获得了解析解. 他们阐述了平行板间周期电

渗流和斯托克斯第二问题之间的异同点. Keh 和

Tseng[12] 研究了瞬时一维微管道中的电渗流动,给

出了微管道中 EOF速度和瞬时流率的解析表达式.
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通过运用格林函数法, Kang等 [13] 解析给出了瞬时

EOF 速度场. Wang 等 [14] 给出了矩形微管道中的

周期 EOF流动的半解析解.最近, Jian等 [15]给出了

环形微管道中周期 EOF 速度分布的解析解, 并讨

论了平行板和圆形微管这两种极限情况下的周期

EOF.一般来讲, 周期 EOF的速度依赖于振荡雷诺

数、EDL的属性和外加电场强度.

以上提及的研究考虑的都是牛顿流体,但微流

体装置常被用来研究生物流体,这些流体多是长链

分子的溶液,使得流体呈现出许多非牛顿流体的性

质. Das 和 Chakrabotry[16] 首次研究了非弹性幂律

流体的定常 EOF流动,他们获得了依赖于幂律流体

指数 n的速度解析表达式. Vasu和 De[17] 模拟了高

Zeta 势矩形微管道中幂律流体的 EOF 流动. Tang

等 [18] 运用格子玻尔兹曼方法研究了微管道中幂律

流体的 EOF问题. Wang等 [19] 数值模拟了变 Zeta

势情况下毛细管接口电渗流动问题,指出 Zeta势的

变化将极大地影响流场和压力场分布. Zhang等 [20]

利用有限差分法对电场驱动微通道中脉冲样品的

浓度扩散进行了数值模拟. Lin 等 [21] 研究了非均

匀微通道不同表面势的混合样品,并进行了数值分

析. Liu和 Jian[22] 讨论了平行板微管道中黏弹性流

体的周期 EOF 问题, 首次得到了平行板微管道中

线性黏弹性广义Maxwell模型的解析解,并给出了

无量纲的速度解析表达式. Chang和 Jian[23] 在平行

板微管道中研究了高 Zeta势周期 EOF,他们获得了

广义 Maxwell模型速度剖面的半解析表达式. Jian

等 [24] 在矩形微管道中研究了周期 EOF,并获得了

广义Maxwell模型的速度剖面的解析表达式. 此外

Jian 等 [25] 在圆形微管道中研究了 Jeffrey 流体的

EOF问题,考虑了聚合物大分子的排斥效应,将流

动区域分为两层, 给出了速度剖面解析表达式. 同

样的流体模型, Jian等 [26] 在平行板微管道中研究

了高 Zeta 势周期 EOF, 他们获得了 Jeffrey 模型速

度剖面的半解析表达式. Deng等 [27] 在矩形微管道

中数值模拟了非定常幂律流体的 EOF. Jiang等 [28]

在微管道内研究了非对称电极表面微观形貌对交

流电渗流速的影响.

本文的目的是研究平行板微管道中 Jeffrey流

体模型的非定常 EOF问题,推广文献 [25]的结果,

给出 EOF 速度解析表达式. 本文的组织如下: 在

第二部分提出非定常 EOF物理描述并给出速度分

布的解析表达式; 第三部分讨论计算结果并研究

相关参数对速度剖面的影响;最后, 在第四部分给

出结论.

2 公式推导和解析解

考虑带负电荷的平行微管道中不可压缩 Jef-

frey 流体的非定常 EOF. 微管道的长度为 L, 宽度

为 W , 两平板间距为 2H. 假设平板的长度和宽度

远远大于微管道的高度,即 L, W ≫ 2H. 建立二维

直角坐标系,令 x轴 y轴相互垂直并且分别与带电

平面相切,我们规定下板位于 y =−H 处,上板位于

y = H 处. EOF流动是被沿轴线方向施加的场强为

E0 的直流电场所驱动.由于几何形体上的对称性,

我们仅研究管道的上半部分. 若忽略沿 x方向的压

力梯度,那么柯西动量方程可以表示为

ρ∂ u(y, t)/∂ t =−∂ (τyx)/∂y+ρe(y)E0, (1)

其中, u(y, t)表示沿 x轴方向的速度分量, ρ 表示流
体的密度, t 表示时间, τyx 是应力张量, ρe(y) 表示

流体的电荷体密度.对于 Jeffrey流体,本构方程满

足如下关系

τyx +
λ1∂τyx

∂ t
=−η0

[∂u
∂y

+λ2
∂ 2u
∂ t∂y

]
, (2)

其中 λ1 表示流体的弛豫时间, λ2 表示流体的滞后

时间, η0 是零剪切率黏度.

根据静电学理论,电势 ψ 和流体单位体积的静
电荷密度 ρe(y)之间的关系可由 Poisson-Boltzmann

方程描述

∂ 2ψ(y)
∂y2 = −

ρe(y)
ε

, (3)

ρe(y) = −2n0zνesinh
[zνeψ(y)

kBT

]
, (4)

其中, ε 是电解质溶液的介电常数, n0 是液体离子

的浓度, zν 是化合价, e是电子所带的电荷量, kB 是

Boltzmann常数, T 代表绝对温度.代方程 (4)到 (3),

得

∂ 2ψ(y)
∂y2 =

2n0zνe
ε

sinh
[zνeψ(y)

kBT

]
, (5)

相应的边界条件为

ψ(y)
∣∣y=H = ψ0 ,

dψ(y)
dy

∣∣y=0 = 0 , (6)

上式中 ψ0 为壁面的 Zeta势.
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当双电层的电势分布较小时, 应用 Debye-
Hückel近似,方程化解为

∂ 2ψ(y)
∂y2 = κ2ψ(y), (7)

求解上述问题,最终得到电荷密度分布

ρe(y) =− εκ2ψ0 cosh(κy)/cosh(κH),

κ =
(
2n0z2

νe
2/εkBT

)1/2
, (8)

κ 称为 Debye-Hückel参数,其倒数 1/κ 具有长度因
子, 代表 EDL 的厚度, 称为 Debye 长度. 引入无量
纲变量:

u = ūUeo, y = ȳH,(t,λ1,λ2) = (t̄, λ̄1, λ̄2)η0ρH2,

τyx = τ̄yxHη0Ueo, Ueo =−εψ0E0/η0,

K = κH, (9)

其 中, Ueo 表 示 牛 顿 流 体 稳 定 的 Helmholtz-
Smoluchowski EOF 速度, K 称作无量纲的电动宽

度, 它表征微管道的半宽度与 Debye 长度的比值.
为了方便起见,下面把所有无量纲的变量的上划线
去掉,控制方程化为

∂u(y, t)
∂ t

=−
∂ (τyx)

∂y
+

K2 cosh(Ky)
cosh(K)

, (10)

τyx +λ1∂τyx/∂ t =−(∂u/∂y+λ2∂ 2u/∂ t∂y), (11)

通过 (10)和 (11)式消去 τyx,并给出相应的边界条
件

λ1
∂ 2u
∂ t2 +

∂u
∂ t

=
∂ 2u
∂y2 +λ2

∂ 3u
∂ t∂y2 +

K2 cosh(Ky)
cosh(K)

, (12)

du(0, t)/dy = 0, u(1, t) = 0,

u(y,0) = 0, ut(y,0) = 0. (13)

利用 Laplace 变换求解控制方程, 令 L[u(y, t)] =

W (y,s),方程化为

∂ 2W/∂y2 = β 2W −K2 cosh(Ky)/s(1+λ2s)cosh(K),

其中

β 2 = s(1+λ1s)/(1+λ2s). (14)

求解该常微分方程,得到

W = 2C1 cosh(βy)

+
K2(cosh(βy)− cosh(Ky))

s(1+λ2s)(K2 −β 2)cosh(K)
, (15)

其中

C1 = −K2(cosh(β )− cosh(K))/2s(1+λ2s)(K2

−β 2)cosh(β )cosh(K). (16)

对W 进行 Laplace逆变换,

u(y, t)

=1− cosh(Ky)/cosh(K)

+2
∞

∑
n=1

2βniK2 cosh(βniy)esnit

sni(1+λ2sni)(K2 −β 2
ni)sinh(βni)

× (1+λ2sni)
2

(1+2λ1sni)(1+λ2sni)−λ2sni(1+λ1sni)

i = 1,2, (17)

其中,

αn = (2n−1)2π2/4, n = 0,±1,±2 · · · ,

sn1 = (−(1+λ2αn)+
√
(1+λ2αn)2 −4λ1αn)/2λ1,

sn2 = (−(1+λ2αn)−
√
(1+λ2αn)2 −4λ1αn)/2λ1,

βni =
√

sni(1+λ1sni)/(1+λ2sni) i = 1,2. (18)

3 结果与讨论

当 K = 20 和 y = 0.5, 对于给定的滞后时间
(λ2 = 0),图 1(a)给出了不同的弛豫时间 λ1 (0.1, 0.5
和 1.0)对应广义 Maxwell流体的 EOF速度剖面分
布.弛豫时间 λ1 越小,速度剖面图越接近牛顿流体
的速度剖面图. 对于给定的弛豫时间 (λ1 = 1), 图
1(b)给出了不同的滞后时间 λ2 (0.1, 0.4, 0.8和 0.9)
对应 Jeffrey 流体的 EOF 速度剖面分布. 滞后时间
λ2 的增加,速度振幅也变得越来越大,这意味着外
电场驱动力对速度分布的影响更加显著.从图 1很
容易看出,弛豫时间和滞后时间越小, EOF速度剖
面越快接近恒定流动.原因是弛豫时间或滞后时间
越小, 说明黏弹性流体的恢复时间越短, 流体越容
易达到恒定流动.
当 K = 20,对于给定的弛豫时间 (λ1 = 1.5),图

2在不同的滞后时间 λ2 (0.1, 0.4, 0.8和 1.0)下, 不
同的无量纲时间 t (0.001, 0.01, 0.1和 1)对应 Jeffrey
流体的半管道 EOF速度剖面. 从图 2可以看出,无
量纲 EOF 速度剖面在垂直方向的变化. 我们发现
随着无量纲时间的增加, 速度逐渐趋于恒定, 在不
同的滞后时间下,速度变化减小. 当时间一定时,速
度振幅随滞后时间的增大而增大. EOF 速度的最
大变化区域仅限于接近两个固体表面的薄层, 即
EDL.速度剖面在 EDL范围从零急速增加到最大,
然后随着壁面的远离减少. 这些结果是由外部的电
场和 EDL的相互作用造成的电动力驱动流所导致.
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图 1 无量纲 EOF速度剖面随时间的变化 (K = 20, y = 0.5) (a) λ2 = 0; (b) λ1 = 1

图 2 不同滞后时间 λ2 和 t 对无量纲 EOF速度的剖面的影响 (K = 20, λ1 = 1.5) (a) t = 0.001; (b) t = 0.01; (c)
t = 0.1; (d) t = 1

当 K = 20,对于给定的滞后时间 (λ2 = 0.1),图

3在不同的弛豫时间 λ1 (0.2, 0.4, 0.6和 0.8)下, 不

同的无量纲时间 t (0.001 和 0.1) 对应 Jeffrey 流体

的半管道 EOF速度剖面. 从图 3可以看出,在小的

弛豫时间下, 速度的变化被限制在紧贴 EDL 的狭

窄区域.随着弛豫时间的增长流体的弹性变得显著,

并且由于弹性是流体的整体物理性质,速度变化可

以延伸到流动的全部区域. 此外, 容易看出速度振

幅随时间的增加而增大,同时速度振幅也随弛豫时

间的增加而增大.流体的运动没有足够的时间扩散

到微管道的两壁面中间的平面,并且 EOF的速度变

化被限制在紧贴两固体壁面的薄层中. 对于 Jeffrey

流体,较长的弛豫时间意味着较大的弹性效应和较

小的恢复能力. 由于 Jeffrey的 “衰退记忆”现象,增

加的弛豫时间导致 EOF的速度剖面在外加电场的

作用下更加容易变化.
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图 3 不同弛豫时间 λ1 和 t 对无量纲 EOF速度的剖面的影响 (K = 20, λ2 = 0.1) (a) t = 0.001; (b) t = 0.1

4 结 论

本文研究的是微平行管道内 Jeffrey流体的电

渗流动,其中线性黏弹性流体的本构关系是由 Jef-

frey流体模型来描述. 研究过程中需要求解线性化

的 Poisson-Boltzmann方程,非定常的柯西动量方程

和 Jeffrey 流体本构方程. 我们给出了 Jeffrey 流体

电渗速度的解析表达式. 结果表明 Jeffrey流体的速

度剖面强烈地依赖于无量时间 t,弛豫时间 λ1 和滞

后时间 λ2,并得出如下结论:

1) 弛豫时间 λ1 越小, 速度剖面图越接近牛顿

流体的速度剖面图;

2)随着弛豫时间 λ1 与滞后时间 λ2 的增加,速

度振幅也变得越来越大;

3)随着无量纲时间的增加,速度逐渐趋于恒定;

4) 速度的变化被限制在紧贴 EDL 的狭窄区

域内.
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Abstract
In this study, analytical solutions are presented for the unsteady electroosmotic flow of linear viscoelastic fluid between micro-

parallel plates. The linear viscoelastic fluid used here is described by the general Jeffrey model. Using Laplace transform method,
the solution involves analytically solving the linearized Poisson-Boltzmann equation, together with the Cauchy momentum equation
and the general Jeffrey constitutive equation. By numerical computations, the influences of the dimensionless relaxation time λ1 and
retardation time λ2 on velocity profile are presented. In addition, we find that when the retardation time is zero, the smaller the
relaxation time, the more close to the Newtonian fluid velocity profile the velocity profile is. With the increases of the relaxation
time and the retardation time, the velocity amplitude also becomes bigger and bigger. As time goes by, the velocity tends to be stable
gradually.
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