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心磁信号广义 S变换域奇异值分解滤波方法*
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针对心磁信号工频及背景噪声干扰问题,提出了广义 S变换奇异值分解 (singular value decomposition, SVD)滤

波方法. 在离散 S变换基础上,导出了广义矩阵 S变换和逆变换公式. 通过对采样信号进行广义 S变换,调节时频分

辨率,利用 SVD分解方法确定有效心磁信号区域,实现自适应时频滤波.实验结果表明,该方法能有效滤除工频及背

景噪声干扰,且在较少奇异值个数情况下可获得更好的滤波性能.
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1 引 言

心脏疾病是危害人类健康的主要疾病之一 [1].

目前,心脏功能检测和诊断方法主要采用心电图来

检测和分析心脏电活动 [2]. 随着磁传感器件的发

展,高温射频超导量子干涉仪作为灵敏度极高的磁

传感器件广泛地应用于心磁信号的测量中 [3]. 高灵

敏度的高温射频超导量子干涉仪采集到的心磁信

号中存在大量的背景噪声,其主要成分为 50 Hz工

频干扰及其他环境噪声 [4]. 心磁信号特征的有效提

取是心脏疾病诊断的主要关键.

文献 [5]提出了针对背景噪声消除问题的自适

应理论,所提出自适应算法适用于心磁信号及环境

噪声可同步采集情形,但不能解决无参考噪声数据

情形下的背景噪声滤除问题.文献 [6]提出了基于

SVD分解和自适应滤波的心磁信号消噪方法,所提

出方法对无参考噪声情形下的近周期心磁信号消

噪问题具有较好效果,但该方法所分解的 Hankel矩

阵图像特征不能提取信号及背景噪声基本频域特

征, 在消除 50 Hz 工频干扰时, 仍需采用自适应滤

波方法. 文献 [7]利用小波变换来处理心磁信号,采

用 symlet8小波函数进行消噪,取得了良好的滤波

效果,但是寻找合适的小波基函数较为复杂, 且在

高频段需要强制消噪处理. S变换具有与小波变换

类似的多分辨特性 [8],利用 S变换多分辨二维时频

特性可以构建反 S变换时频滤波方法 [9−13]. 目前,

有关 S变换滤波方法主要采用全局阈值滤波和局

部阈值滤波 [11−14]. 局部阈值滤波在有先验知识的

前提下,可以有效实现时频滤波.然而,对于实测环

境下的心磁信号,除工频干扰外, 背景噪声干扰也

是影响信号质量的主要因素,如何在背景噪声中快

速有效地提取心磁信号仍是一个值得深入研究的

问题.综上所述,本文在 S变换基础上,导出了广义

S矩阵变换和逆变换公式,研究了心磁信号 S变换

时频域分布特征,针对心磁信号工频干扰及背景噪

声的时频特点, 提出了广义 S变换 SVD分解滤波

方法, 该变换方法能有效滤除多种噪声干扰, 在奇

异值较少情况下能实现较好的滤波效果.
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2 S变换及广义 S变换原理

S变换起源于短时傅里叶变换,也可由小波变

换引出,下面从小波变换引出 S变换 [10].

设一维连续信号 x(t)的小波变换定义如下:

WTx(τ ,a) =
1√
a

∫ +∞

−∞
x(t)ψa,τ

( t − τ
a

)
dt, (1)

其中, ψa,τ

( t − τ
a

)
为小波基函数, τ 为时移因子, a

为尺度因子. 当小波变换基函数选用高斯窗函数

ψa,τ(t) =
1√
2π

e−
t2
2 时,其对应的小波变换为

WTx(a,τ) =
1√
a

∫ +∞

R
x(t)

1√
2π

e−
(t−τ)2

2a2 dt. (2)

对 (2) 式两边同时乘以相位修正因子 e−2πat , 取

a = 1/ f , 并对其幅值进行
√

f 修正可得 S 变换

ST(τ, f )为

ST(τ, f ) =
∫ +∞

−∞
x(t)

| f |√
2π

e

[
f 2(τ−t)2

2

]
e−i2π f t dt. (3)

为了有效利用快速傅里叶变换 (FT)算法,将 (3)式

重写可得 S变换快速算法为

SF(τ, f ) =
∫ +∞

−∞
X(φ + f )e

− 2π2φ2

f 2 e i2πφτ dφ. (4)

在离散情况下,信号 x(t)经采样后得到 N 点离

散序列 x(p)(p = 0,T,2T, · · · ,(N −1)T ),T 为采样周

期,则直接计算离散 x(p)的 S变换 ST[m,n]为

ST [m,n] =
N−1

∑
p=0

x(p)
n

N
√

2π
e−(n2(m−p)2/2N2)

× e−(i2πpn/N), (5)

采用快速 FT算法计算 S变换 SF [m,n]为

SF [m,n] =
N−1

∑
l=0

X [l +n]e−2π2l2/n2
e i2πml/N , (6)

其中, m, n = 0,1,2, · · · ,N −1, X [l]为 x(m)的离散傅

里叶变换.

由于 S变换的高斯窗函数满足∫ +∞

−∞
w(τ − t)dτ = 1, (7)

S变换后的函数对时间的连续积分可以写成∫ +∞

−∞
S(τ, f )dt =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
x(t)w(τ − t)e−i2π f t dτ dt

=X( f ). (8)

故 S反变换可由 X( f )反傅里叶变换即可得 x(t),即

x(t) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
S(τ, f )dt × e i2π f t d f . (9)

在心磁信号提取过程中,当信号与噪声中存在

频率相近成分,采用 S变换二维等高图波峰去辨识

信号频率成分时,相近时间或频率波峰主成分重叠

在一起, 从而影响信号的参数提取. 为了有效地解

决 S变换的时频分辨率的可调性,有效提取信号的

主时频区域, 在 S 变换中引入时频调节因子 α , β .

因此,广义的 S变换定义 [9]为

S(τ, f ) =
∫ +∞

−∞
x(t)

α | f |β√
2π

e

[
α2 f 2β (τ−t)2

2

]

× e−i2π f dt, (10)

其中, α 为高斯窗幅度拉伸因子, β 为频率尺度拉伸
因子. 当且仅当 α = 1,且 β = 1时,广义 S变换为

Stock-Well所提出的 S变换 [8] . 当 α < 1或 β < 1

时, 频率分辨率提高时间分辨率下降, 当 α > 1 或

β > 1时,时间分辨率提高频率分辨率下降. 由于 α ,

β 均为实数,反变换对窗函数进行积分时仍然满足

(8)式,因此,广义 S变换反变换与 S反变换表达式

相同.

3 广义矩阵 S变换局部阈值滤波

在离散情况下可将 (5)式改写成如下形式

ST [m,n]

=
N−1

∑
p=0

x[p]
α|n|β√
2πkN

e−(α2n2β (m−p)2/2k2N2+i2πpαnβ /N)

= x[0]
α|n|β√
2πkN

e−α2n2β m2/2k2N2

+ x[1]
α|n|β√
2πkN

e−(α2n2β (m−1)2/2k2N2+i2παnβ /N)

+ · · ·+ x[N −1]
α|n|β√
2πkN

× e−(α2n2β (m−(N−1))2/2k2N2+i2π(N−1)αnβ /N)

= T(mn)1x[0]+T(mn)2x[1]+ · · ·

+T(mn)(N−1)x[N −1], (11)

其中, T(mn)p 表示广义离散 S变换变换信号 x[p]所

对应的线性变换系数. 采用直接计算方法和快速傅

里叶变换算法计算广义离散 S变换,其对应的线性

变换系数 TT,(mn)p 与 TF,(mn)p 分别为
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TF,(mn)p =
α|n|β√
2πkN

exp
[
−
(α2n2β (m− (N −1))2

2k2N2 +
i2π(N −1)αnβ

N

)]
, (12)

TT,(mn)p =
N/2−1

∑
l=−N/2

exp
{
− [2π2k2l2/(αn2β )]

}
exp

{
− i2π[pαnβ − l(m− p)]/N

}
. (13)

由于变换系数与 m, n有关,变换系数对应为一个与 m, n有关的二维矩阵,矩阵 T(mn)p 表示为变换系数所对

应的 m×n行 p列的一个变换元素,因此, (11)式改写为

s11

s12
...

s1N

s21
...

sMN


=



T11 T12 · · · T1N

T21 T22 · · · T2N
...

... · · ·
...

TN1 TN2 · · · TNN

T(N+1)1 T(N+1)2 · · · T(N+1)N
...

... · · ·
...

T(MN)1 T(MN)2 · · · T(MN)N


·



x[0]

x[1]
...
...
...

x[N −2]

x[N −1]


, (14)

其中, smn 为 ST[m,n]或 SF[m,n]矩阵对应的 m行 n列所所对应的列排列 S 矩阵元素.由 (14)式可知,在任

意时刻任意频率点 S 矩阵所对应的元素与变换矩阵 T(mn)p 所对应的行与离散信号矩阵 x[p]的乘积有关.

对 (14)式矩阵 S变换求反变换可得

x[0]

x[1]
...
...
...

x[N −2]

x[N −1]


=



T11 T12 · · · T1N

T21 T22 · · · T2N
...

... · · ·
...

TN1 TN2 · · · TNN

T(N+1)1 T(N+1)2 · · · T(N+1)N
...

... · · ·
...

T(MN)1 T(MN)2 · · · T(MN)N



+

·



s11

s12
...

s1N

s21
...

sMN


. (15)

由 (15)式可知,反变换后得到的离散信号点 x与反

变换矩阵所在行 T(mn)p 与广义 S 矩阵 s f mn 的乘积

有关. 如果已知滤波的频点,通过将对应广义 S 矩

阵上的频点行置零即可实现滤除该频率成分,去除

所对应的频点分量. 因此,广义矩阵反 S 变换阈值

滤波算法可表示为

x = T+sf, (16)

其中, x为还原后信号, T+ 为 T 的广义逆矩阵,即

反变换矩阵, sf为广义 S矩阵滤波后的列排列形式.

根据上述理论过程,采用 S变换阈值滤波方法

对 50 Hz工频干扰进行滤波.心磁信号经 S变换和

广义 S 变换后, 信号的时频特征能有效的表征在

二维时频图上. 图 1(a) 为仿真心磁信号受幅值为

0.1, 频率为 50 Hz 正弦工频干扰和均值为 0, 方差

为 0.05的高斯噪声干扰信号图,经 S变换后的三维

时频图如图 1(b)所示,从图中可以看出 50 Hz工频

信号成分及对应的时间,心磁信号的主能量相对较

大, 分布在频率相对较低的频域内, 其二维映射时

频图如图 1(c) 所示, 从图 1(c) 可以清晰地看出 50

Hz频率成分及高频段的噪声分布情况. 图 1(d)为

经广义 S变换后的二维时频图,从图 1(d)中可以看

出 50 Hz 干扰信号与噪声及心磁信号能相对有效

区分, 提高了分析信号的时频分辨率.图 1(e)为采

用广义 S变换阈值滤波滤除 50 Hz工频干扰的心磁

信号图, 其对应该的三维时频图如图 1(f) 所示, 由

图 1(f)可知, 50 Hz工频干扰得到有效滤除.
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图 1 心磁信号 50 Hz工频干扰滤波 (a)受干扰的心磁信号图; (b)心磁信号 S变换三维时频图; (c)心磁信号 S变换二维时频图;
(d)心磁信号广义 S变换二维时频图; (e)滤除 50 Hz工频干扰后的心磁图; (f)滤除 50 Hz工频干扰后的 S变换三维时频图

4 广义矩阵 S变换全局 SVD分解滤波

4.1 广义 S矩阵分解与重构方法

当受干扰的心磁信号为非平稳复杂信号时,其

相应的 S 矩阵在时频域分布呈杂乱排列,没有明显

的规律.选择合理的矩阵时频滤波区域相对比较困

难.为此, 采用广义 S变换调节心磁信号的时频分

辨率, 使信号的主能量集聚在一定的时频域内, 调

节后的主信号时频域分布相对集中,而噪声的能量

分布相对分散, 利用 SVD 分解方法提取各能量相

对较大的时频特征,舍去能量相对分散且奇异值较

小的时频特征,从而实现提取心磁信号的时频特征,

达到分解滤波的目的.

设采样周期为 T , 采样点为 N, 广义 S 变换后

的时频矩阵为 N ×N 的方阵,由矩阵的奇异值与特

征向量的关系可得

Svi = σiui, (17)

其中, σi 为广义 S 矩阵的奇异值, ui, vi 为相应的左

右特征向量,分别对应广义 S 矩阵的时域特征和频

域特征. 由 (17)式可知,信号奇异值的大小对应着

信号各时域或频域主要成分在原信号中所占比重

的大小, 奇异值越大,其对应的时域向量越接近原

信号的主要成分,奇异值较小且能量分布较分散的

越趋向于噪声. 广义 S变换后的二维时频矩阵 SVD

分解可描述为

S =UΣV ∗, (18)

其中, U , V 分别为左特征向量 ui 组成的矩阵
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和右特征向量 vi 所组成的矩阵, 左特征矩阵由

一组代表信号时域信息的酉向量构成, 右特征

矩阵由一组代表频域信息的酉向量构成.Σn =

diag(σ1,σ2, · · · ,σn) 为一组由奇异值组成的对角

阵, σ1 > σ2 > · · · > σn > 0. 由于奇异值的大小反

映对应信号主要成分的大小, 较大的奇异值主

要为信号的主成分, 较小的奇异值对应信号的噪

声分量, 因此, 滤波的过程就是保留对角阵中较

大的奇异值舍去较小的奇异值重构实现滤波. 即

Σr = diag(σ1,σ2, · · · ,σr,0, · · · ,0) (r 6 n).

为了有效分析上述理论现象, 取前 500 点数

据进行分析,信号经广义 S变换 (α = 1.1, β = 0.9)

得到二维时频矩阵, 然后采用 SVD 分解方法对其

时频矩阵行分解, 当奇异值分别取前 2 个, 3 个, 8

个和 16个奇异值时, 其二维时频等高图分别如图

2(a)—(d) 所示, 从二维等高图的变化趋势可知, 随

着奇异值个数的增加,时频图中噪声分量逐渐增加.

经广义反 S 变换后, 其对应的时域信号分别如图

2(e)—2(h)所示. 从图 2(e)和 2(f)中可以看出,当奇

异值个数分别为 2, 4时具有较好的局部滤波效果,

随着所取奇异值个数的增加,还原后的信号中噪声

分量逐渐增加.

图 2 仿真信号 ASVD分解滤波 (a) r = 2时频等高图; (b) r = 4时频等高图; (c) r = 8时频等高图; (d) r = 16时频等高图;
(e) r = 2时反变换滤波结果; (f) r = 4时反变换滤波结果; (g) r = 8时反变换滤波结果; (h) r = 16时反变换滤波结果

4.2 奇异值选取方法及误差分析

由于左右特征矩阵 U 和 V 对应的特征向

量 ui 和 vi 为正交向量组, 对应内积 (ui,u j) = 0,

(vi,v j) = 0, 故特征向量线性无关, 因此, 较小奇异

值的舍取不会影响信号的主特征. 从滤波精度的角

度分析,每一个特征向量的取舍都会给滤波带来一

定的误差,奇异值个数的选取对滤波结果的误差大

小有一定的影响.滤波误差的大小可用均方差 ST D

来描述,其定义为

ST D =
1
N

N−1

∑
p=0

(xf(p)− xs(p))2, (19)

其中, xf(p) 为滤波后的信号, xs(p) 为理想心磁信

号.设单个奇异值占总奇异值的比例为 Dr ,则

Dr =
σr

σ1 +σ2 + · · ·+σn
. (20)

单一奇异值对应 S 矩阵功率谱密度占总信号功率

谱密度比例 Pr 为

Pr =

N−1

∑
m=0

N−1

∑
n=0

|Sr[m,n]|2 −
N−1

∑
m=0

N−1

∑
n=0

|Sr−1[m,n]|2

N−1

∑
m=0

N−1

∑
n=0

|Sn[m,n]|2
, (21)

其中, Sr[m,n]为取前 r奇异值时重构后得到的 S矩

阵. 滤波的性能与参数 Dr和 Pr的大小有关,在信号

主能量大于噪声能量最大值的情况下,主信号成分

会随着奇异值个数的增加而减小,噪声分量则随着

奇异值个数的增加而增大.

5 实验结果与分析

仿真信号 B 为心磁图信号滤除 50 Hz 工频干

扰后的信号,取前 1000点数据进行分析.为了有效
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地分析背景噪声的特点,将滤除 50 Hz工频干扰后

的信号进行 SVD分解,其单个奇异值比例 Dr 与单

个奇异值能量比例 Pr 曲线如图 3 所示. 由图 3 可

知,第一个奇异值与第二个奇异值占的总奇异值比

例和能量比例都相对较大, 从第三个奇异值开始,

无论是奇异值点比例还是能量比例都相对较小,且

比例分布相对变化不大.将前四个奇异分值所对应

该的时域成分进行提取, 其主要特征如图 4 所示.

由图 4可知,第一个奇异值和第二个奇异值所对应

的信号特征与心磁图 P, Q, R, S, T波形特征一致,而

第三个奇异值和第四个奇异值所对应的特征分量

与噪声分布相似. 综合分析信号奇异值分布比例、

能量分布比例情况及对应的前四个奇异值的时域

特征,可以确定第一个和第二个奇异值对应的是心

磁信号特征,而第三个及以后的奇异值主要为噪声

特征. 因此, 滤波时可以保留前两个主奇异值即可

实现时频分解滤波.

图 3 时频域 SVD分解单个奇异值占总奇异值比例 Dr 及占

总能量比例 Pr 变化曲线图

图 4 前四个奇异值对应的信号成分 (a) σ1 对应该的信号域图; (b) σ2 对应该的信号域图; (c) σ3 对应该的信号域图; (d) σ4

对应的信号域图

图 5 心磁信号广义 S变换 SVD滤波仿真结果 (a)滤除 50 Hz工频干扰后的心磁图曲线; (b) r = 3时广义 S变换 SVD滤
波结果; (c) r = 2时广义 S变换 SVD滤波结果; (d) r = 1时 S变换 SVD滤波结果; (e)去工频干扰后的信号时频图; (f) r = 3
时信号时频图; (g) r = 2时信号时频图; (h) r = 1时信号时频图

图 5(a)与图 5(e)为受背景噪声干扰信号的时

域图和广义 S变换时频图. 由图 5(e)可知,信号主

能量主要集中在 t = 200和 t = 700附近局部时频

域内且频率相对较低,背景噪声主要分布在频率相

对较的频带内. 对图 5(e) 所示的时频域进行 SVD

分解,分别取 r = 3, r = 2和 r = 1时进行滤波,其对

应该的滤波结果如图 5(b)—(e)所示. 当 r = 3时,图

5(b)中滤波结果包含有较多的噪声分量,信号的时
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域特征与干扰特征较为相近,当 r = 2时和 r = 1时,

滤波后的信号中噪声分量得到有效滤除.由于信号

能量的减小, 幅值上会存在一定的误差, 但不影响

信号的特征的提取.

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0

0.01

0.02

0.03

0.04

Hankel SVD 

S SVD 

S SVD 

图 6 不同 SVD滤波方法滤波均方差随奇异值数量变化关系

图 6为分别采用 Hankel矩阵 SVD分解方法、

S变换 SVD方法和广义 S变换 SVD方法进去噪,

均方差随奇异值数量的变化曲线.由图可知, Hankel

矩阵 SVD 分解方法在奇异值数量为 70 左右时可

以取得一定的滤波效果, 但总体方差较大. 采用 S

变换和广义 S变换在奇异值个数为 2的情况下,其

均方差最小. 相比 S变换,广义 S变换在奇异值数

量为 1的情况下,也能实现较好的滤波效果.

6 结 论

提出了一种基于广义 S变换时频域 SVD分解

滤波方法,推导出矩阵形式广义 S变换与反变换公

式, 分析了心磁信号在二维时频域内的基本特性,

讨论了奇异值选取对滤波误差影响,解决工频及背

景噪声干扰问题. 理论分析及仿真实验结果表明:

与传统的滤波方法相比, S变换时频滤波方法克服

了一维滤波频域局限性,相比文献 [5]和文献 [6]中

所提方法, 该方法无须参考噪声数据, 采用 S变换

一种方法能解决工频及背景噪声干扰问题.通过采

用广义 S变换,当 α = 1.1, β = 0.9时,可以更精确

地确定心磁信号所包含的 50 Hz 工频干扰时频信

息.本文提出的方法只需采用两个奇异值就能实现

较好的滤波效果,减少了滤波过程的复杂度;含噪

心磁信号在局部时频域内具有奇异值较大的主信

号成分分布于 S局部时频域的中心,且奇异值较小

的噪声分布于中心外侧特征,采用较大奇异值可以

有效提高滤波效果.
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Abstract
In order to solve the problem of power line noise and environmental magnetic noise to magnetocardiogram, a filtering method

based on singular value decomposition (SVD) and generalized S transform is proposed. On the basis of discrete condition, S transform
and its inverse transform in matrix form are derived. The signal is first preprocessed using generalized S transform in order to get better
time-frequency resolution, then the time-frequency domain is decomposed by SVD, and the valid time-frequency region is determined.
Therefore, the adaptive filtering can be realized. Numerical simulation studies indicate that the method presented can achieve better
performance than other methods with less singular values. Illustrative examples verify the effectiveness of the proposed method.
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